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Chapitre 1

Limites

1.1 Définition et propriétés

Dans tout ce document, on utilisera indifférement le terme “fonction” et le terme “application”. Une
application (ou une fonction) f de D dans E est la donnée pour tout z € D de son image par f, notée
f(z). (Le domaine de définition de f est donc ici 'ensemble D.) lorsque nous parlerons d’une fonction
de R de R, le domaine de définition de f sera donc R tout entier.

Définition 1.1 (Limite finie en un point de R) Soit f une application de D C R dans R, a € R et
I € R. On suppose qu’il existe b,c € R t.q. b < a < c et D Dlb,alU]a,c[. On dit que l est limite de f en
a si pour tout € > 0, il existe a >0 t.q. :

(xeD,z#a,|lr—al <a) = (|f(x) -1 <e).

Proposition 1.1 (Unicité de la limite) Soit f une application de D C R dans R et a € R. On
suppose qu’il existe byc € R t.q. b < a < ¢ et D Dlb,alU]a,c[. Soitl,m € R. On suppose que | est limite
de f en a et que m est aussi limite de f en a. Alors, | = m.

DEMONSTRATION : Soit € > 0. Comme [ est limite de f en a, il existe o > 0 t.q.
xeD x#a,|lr—al<a=|f(x)-<e
Comme m est limite de f en a, il existe 5 > 0 t.q.
zxe€D,x#a,|lr—al<B = |f(r)—m|<Le.

On choisit maintenant « = min(a + a,a+ 3, %$<). Onaalors t #a, x € D (cara <z < ¢), [zt —a| < «

et |z —a| <B. Onadonc |f(x) —I| <ecet|f(r) —m| <e. Onen déduit [l —m| < 2e.

On a ainsi montré que |l — m| < 2e, pour tout € > 0. On en déduit que | = m. En effet, si | # m on a

|l —m| > 0. On choisit alors ¢ = ‘ll—m‘ et on obtient

B [l —m)|
)

et donc 2 <1 (car € > 0). Ce qui est absurde. On a donc bien, nécessairement, | = m. [

2e <e,

Notation : Si !l est limite de f en a, on note I = lim,_,, f(x).



Proposition 1.2 (Caractérisation séquentielle de la limite) Soit f une application de D C R dans
R, a € R etl € R. On suppose qu’il existe b,c € R t.q. b < a < ¢ et D D]b,a[Ula,c[. Alors, | est la
limite en a de f si et seulement si f transforme toute suite convergente vers a (et prenant ses valeurs
dans D\ {a}) en suite convergente vers l, c¢’est-a-dire

(Tn)nen C D'\ {a},ngrfoo Tp =0 = ngrfwf(mn) =1.

DEMONSTRATION :  On suppose tout d’abord que [ = lim,_,, f(z) et on va montrer que f transforme
toute suite convergente vers a (et prenant ses valeurs dans D \ {a}) en suite convergente vers [.
Soit (Zn)nen € D\ {a} t.q. lim,, 4o ©, = a. On veut montrer que lim,,—, 1o f(2z,) =, c’est-a-dire (par
définition de la limite d’une suite) que pout tout € > 0 il existe ng € N t.q.

n>ng = |f(z,) =1 <e. (1.1)

Soit donc € > 0. On cherche & montrer Pexistence de ng donnant (1.1). On commence par remarquer
que, comme [ = lim,_,, f(z), il existe a > 0 t.q.

reD, z#a,|lx—al<a=|flz)-1 <e (1.2)
Puis, comme lim,,_, 4 o T, = @, il existe ng € N t.q.
n>ng = |, —al <a.

On a donc pour n > ng, z, € D, x, # a (car la suite (z,)neny prend ses valeurs dans D \ {a}) et
|zn, — a| < «. Ce qui donne, par (1.2), |f(z,) — | <e. On a donc bien

n>ng = |flz,) =1 <e.

On a donc bien montré que lim, 4 f(x,) = I. Ce qui termine la premiere partie de la démonstration
(c’est-a~dire que | = lim,_,, f(x) implique que f transforme toute suite convergente vers a (et prenant
ses valeurs dans D \ {a}) en suite convergente vers [.)

On montre maintenant la réciproque. On suppose que f transforme toute suite convergente vers a (et
prenant ses valeurs dans D \ {a}) en suite convergente vers I. On veut montrer que [ = lim,_,, f(z).
Pour cela, on va raisonner par ’absurde. On suppose que [ n’est pas la limite en a de f (la fonction f
peut alors avoir une limite en a différente de I ou bien ne pas avoir de limite en a) et on va construire
une suite (z,)nen prenant ses valeurs dans D \ {a}, t.q. lim, 1o ¥, = a et | n’est pas limite de f(z,,)
quand n — +o0o (en contradiction avec I'hypothese).

Comme [ n’est pas la limite en a de f, il existe € > 0 t.q. pour tout a > 0 il existe z t.q.
re€D, x#a,lz—al<aet]|f(z)—I >e. (1.3)

Soit n € N. En prenant oo = n%rl dans (1.3), on peut donc choisir un réel z,, t.q.

1
z, € D, z, # a, |xn—a|§n+1et |f(zn) =1 > €. (1.4)

On a ainsi construit une suite (2, )nen t.9. (Tn)neny C D\{a}, lim,_ 400 zn = a (car |z, —a| < %H pour

tout n) et I n’est pas limite de f(z,) quand n — +o0o (car |f(z,) — | > € pour tout n). Ce qui est bien
en contradiction avec I'hypothese que f transforme toute suite convergente vers a (et prenant ses valeurs
dans D\ {a}) en suite convergente vers [. Ce qui termine la démonstration de la proposition 1.2.

m



Remarque 1.1 Il est souvent pratique d’utiliser la caractérisation séquentielle de la limite. Soit, par
exemple, une fonction f de R dans R, A une partie non vide majorée de R et a la borne supérieure de A.
Soit enfin m € R. On suppose que

1. f(x) < m pour tout z € A,
2. limg o f(2) = f(a).

On veut montrer que f(a) < m. Bien sir, ceci est immédiat si a € A (et il suffit alors d’utiliser la
premiere condition !) mais est un peu moins immédiat si a ¢ A. Dans ce cas (a € A), on remarque qu'il
existe une suite (2, )neny d’éléments de A t.q. lim, 400 Z, = a (ceci est donné dans la proposition 1.3).
Comme lim,_,, f(x) = f(a), on a donc lim,, 1, f(z,) = f(a) et comme f(x,) < m pour tout n € N,
on en déduit bien que f(a) < m.

Proposition 1.3 Soit A une partie non vide de R.

1. On suppose que A est majorée et on pose a = sup(A). Il existe alors une suite (x,)nen d’éléments
de A t.q. im0z, = a.

2. On suppose que A n'est pas majorée. Il existe alors une suite (Tp)nen d’éléments de A t.q.
lim,, s 4 o0 ©, = +00.

DiEMONSTRATION : Cette démonstration est laissée en exercice (exercice 1.6). (]
Définition 1.2 (Limite finie & droite (ou & gauche) en un point de R) Soit f une application de
DCRdansR,a R etl eR.

1. On suppose qu’il existe ¢ € R t.q. a < ¢ et D Dla,c[. On dit que sil est limite & droite de f en a
st pour tout € > 0 il existe « > 0 t.q. :

ze€D, a<z<a+a=|f(x)-I<e

2. On suppose qu’il existe b € R t.q. b < a et D D]b,a[. On dit que l est limite a gauche de f en a si
pour tout € > 0 il existe « > 0 t.q. :

€D, a—a<z<a=|f(x)-I<e.

Proposition 1.4 (Unicité de la limite a4 droite (ou & gauche)) Soit f une application de D C R
dans R et a € R.

1. On suppose qu’il existe ¢ € R t.q. a < ¢ et D Dla,c[. Si f admet une limite (finie) & droite en a,
cette limite est unique.

2. On suppose qu’il existe b € R t.q. b < a et D D]b,a[. Si f admet une limite (finie) & gauche en a,
cette limite est unique.

DEMONSTRATION : La démonstration de 'unicité de la limite & droite est trés voisine de la démonstration
de l'unicité de la limite faite pour la proposition 1.1. On reprend ici cette démonstration. On suppose
que [ est limite a droite de f en a et que m est aussi limite a droite de f en a. Soit € > 0. Comme [ est
limite a droite de f en a, il existe a > 0 t.q.

r€Da<zr<a+t+a=|flr)-I<e



Comme m est limite a droite de f en a, il existe 8 > 0 t.q.
z€Da<z<a+p = |f(r)—m|<e.

On choisit maintenant = min(a + a, a + 3, GTJ“C) Onaalorsz e Dia<z<a+aeta<z<a+f.

On a done |f(x) — 1| <eet |f(x) —m| <e. On en déduit [l — m| < 2e.
On a ainsi montré que |l —m| < 2e, pour tout € > 0. Comme dans la proposition 1.1, on en déduit que
Il =m. Ce qui donne 'unicité de la limite & droite de f en a.

La démonstration de 'unicité de la limite a gauche est semblable et est laissée en exercice. [

Notation : Si est limite & droite de f en a, on note | = lim,_,4 y>q f(x). Sil est limite & gauche de f
en a, on note | = limy_,4 z<q f(2).

Proposition 1.5 (Limite=limite a droite et & gauche) Soit f une application de D C R dans R,
a €R etl €R. On suppose qu’il existe byc € R t.q. que b < a < ¢ et D D]b,a[Ula,c[. Alors, f admet
comme limite en a si et seulement si f admet | comme limite a droite et a gauche en a.

DEMONSTRATION : Cette démonstration (dans le cas D = R\ {a}) est laissé en exercice (exercice 1.11).
u

Proposition 1.6 (Caractérisation séquentielle de la limite & droite)
Soit f une application de D C R dans R, a € R et ]l € R. On suppose qu’il existe c € R t.q. a < c et
D Dla,c[. On a alors :

1. 1 est la limite a droite en a de f si et seulement si f transforme toute suite convergente vers a,
prenant ses valeurs dans D\ {a} et “supérieure” a a, en suite convergente vers l, ¢’est-a-dire

(zn)neny C D, xp, > a pour tout n € N, lim x, =a = lim f(z,) =1
n—-+00 n——+o00

2. 1 est la limite a droite en a de f si et seulement si f transforme toute suite convergente vers a,
prenant ses valeurs dans D\ {a} et décroissante, en suite convergente vers l, c’est-a-dire

(Tn)nen C D, a < py1 <y pour toutn €Ny lim x, =a = lim f(x,) =1
n—-+oo n—+oo

DEMONSTRATION :
La démonstration du premier item est tres voisine de celle faite pour la proposition 1.2. On reprend donc
ici la démonstration de la proposition 1.2.
On suppose tout d’abord que | = lim,_,, z>, f(2) et on va montrer que f transforme toute suite conver-
gente vers a, prenant ses valeurs dans D \ {a} et “supérieure” & a, en suite convergente vers .
Soit (zp)neny C D t.q. limy, 400 T, = a et a < x, pour tout n € N.
On veut montrer que lim,, 4~ f(x,) = [, c’est-a-dire (par définition de la limite d’une suite) que pout
tout € > 0 il existe ng € N t.q.

n>ng = |f(z,) -1 <e. (1.5)
Soit donc € > 0. On cherche a montrer Pexistence de ng donnant (1.5). On commence par remarquer
que, comme [ = limy,_,4 254 f(2), il existe & > 0 t.q.

r€Da<zr<a+t+a=|flz)-I<e (1.6)



Puis, comme lim,,_, 4 =, = a (et que x,, > a pour tout n € N), il existe ng € N t.q.
n>nyg = a<x, <a+ta.

On a donc pour n > ng, &, € D (car la suite (z,)nen prend ses valeurs dans D) et a < 2, < a+ a. Ce
qui donne, par (1.6), |f(x,) —1] <e. On a donc bien

n>ng = |f(z,) =1 <e.

On a donc bien montré que lim,, . f(x,) = 1. Ce qui termine la premiere partie de la démonstration
(c’est-a~dire que [ = lim,_,, f(x) implique que f transforme toute suite convergente vers a, prenant ses
valeurs dans D \ {a} et “supérieure” & a, en suite convergente vers [.)

On montre maintenant la réciproque. On suppose que f transforme toute suite convergente vers a,
prenant ses valeurs dans D \ {a} et “supérieure” & a, en suite convergente vers [. On veut montrer que
I =limy_q25q f(x). Pour cela, on va raisonner par 'absurde. On suppose que [ n’est pas la limite &
droite en a de f (la fonction f peut alors avoir une limite & droite en a différente de I ou bien ne pas
avoir de limite & droite en a) et on va construire une suite (x,),en prenant ses valeurs dans D \ {a},
“supérieure” a a, t.q. lim, 4o T, = a et t.q. [ n’est pas limite de f(z,) quand n — 400 (en contradiction
avec ’hypothese).

Comme [ n’est pas la limite a droite en a de f, il existe € > 0 t.q. pour tout o > 0 il existe = t.q.
reD a<z<a+aet|f(z)—I>ec (1.7)

Soit n € N. En prenant dans (1.7) a = 47, on peut donc choisir z, t.q.

T, €D, a<z, <a+

1
et |f(z,) —1] > e.
on obtient ainsi une suite (2, )neny C D \ {a}, “supérieure” & a, tendant vers a, quand n — 400, et dont
I'image par f ne tend vers [. Ce qui est bien en contradiction avec I’hypothese que f transforme toute
suite convergente vers a, prenant ses valeurs dans D \ {a} et “supérieure” & a, en suite convergente vers
[. Ce qui termine la démonstration du premier item de la proposition 1.6.

On montre maintenant le deuxieme item. La premiere partie est immédiate. Sil = lim, 4 454, 1a
fonction f transforme toute suite convergente vers a, prenant ses valeurs dans D \ {a} et décroissante,
en suite convergente vers [ (car une telle suite est nécessairement “supérieure” a a). Pour montrer la
réciproque, on raisonne une nouvelle fois par I’absurde. On suppose que [ n’est pas la limite a droite en
a de f. La démonstration du premier item a permis de montrer qu’il existait € > 0 et une suite (2, )nen
vérifiant

a < Tp, Ty €D, |f(xy) —1] > pour tout n € Net lim =z, =a.

n—r+o00
Il suffit de modifier légerement cette suite pour la rendre décroissante. Pour n € N on pose y, =
min(xg, ..., z,). La suite (Yn)nen vérifie alors (en remarquant que y, est I'un des x, pour p < n et
que a < Y, < xy)
a < Ynt1 < Yn, Yn € D, |f(yn) — 1| > € pour tout n € Net lim gy, =a.
n—-+o0o
la suite (Y )nen prend donc ses valeurs dans D\{a}, est décroissante, converge vers a et la suite (f(yn))nen

ne converge pas vers [. Ceci est en contradiction avec I’hypothese. La démonstration de la proposition 1.6
est terminée. -



Bien str, une caractérisation analogue est possible pour la limite a gauche. Dans le premier item, on rem-
place “supérieure” par “inférieure” et dans le deuxieme item, on remplace “décroissante” par “croissante”,
voir I'exercice 1.11.

Exemple 1.1 On prend ici D =]0, oo[ et on cherche la limite & droite de f en 0 dans les deux exemples
suivants :
1. Pour z € D, f(z) =sin(L). Pour cet exemple, f n’admet pas de limite & droite en 0.
2. Pour z € D, f(x) = msin(%). Pour cet exemple, lim,_,0 »~0 f(z) = 0.
Définition 1.3 (Limite infinie en 1 point, limites en +o0)
Soit f une application de D C R dans R.

1. Soit a € R. On suppose qu’il existe b,c € R t.q. D Dlb,alUla,c[ et b < a < ¢. On dit que
limg ., f(z) = 400 si pour tout A € R il existe « > 0 t.q. :

z€D, x#a,|lz—al<a= flx)> A

2. Soit 1 € R. On suppose qu’il existe b € R t.q. D D]b,+00[. On dit que lim,_, .~ f(x) = si pour
tout € > 0, il existe M >0 t.q. :

zeD,z>M = |f(z)-1 <e.

3. On suppose qu’il existe b € R t.q. D D]b,+0o[. On dit que lim,_, ;o f(2) = 400 si pour tout A € R
il existe M >0 t.q. :
xe€D,x>M = f(z)> A

Bien sir, des définitions analogues existent avec —oo au lieu de +oo et, dans le cas du premier item,
il est aussi possible de définir des limites infinies & droite et a gauche. Il est suggéré d’écrire de telles
définitions.

1
Exemple 1.2 On prend ici D =]0,00[ f(x) = — pour z € D. On a alors ;
x

1. 11m:1:~>0,z>0 f((E) = 400,

2. limy 100 f(z) =0.

1.2 Opérations sur les limites

Proposition 1.7 (Limite d’une somme, d’un produit et d’un quotient)
Soit f,g deuz applications de D C R dans R et a,b,c €R t.q. b < a < c et D D]b,a[U]a,c[. Soitl,m e R
t.q. imy o f(z) =1 et lim,_, g(z) = m. Alors :

1. limg o (f + g)(x) =1+ m,

2. limgq fg(z) =1m,



3. Sim #0, il existe 3 >0 t.q. Jla— B,a[U]a,a+ B[C D et g(x) # 0 pour tout x €]a — B, a[U]a,a + G]
(de sorte que f/g est bien définie surJa — B, a[Ula,a + B) et on a :

. l
i 2@ =2

DEMONSTRATION : Les items 1 et 3 sont laissés en exercice (exercice 1.12). On montre ici le deuxieme
item.

On veut montrer que lim,_,, fg(z) = Im, c’est-a-dire que pour tout € > 0 il existe a > 0 t.q.
xe€D x#a,|lr—al <a=|fg(x)—Im|<e. (1.8)

Soit € > 0. On cherche donc a > 0 vérifiant (1.8). Pour x € D, on rappelle que fg(z) = f(x)g(z). On
commence par remarquer que fg(x) —Ilm = fg(x) — lg(x) + lg(x) — Im, de sorte que

[fg(x) —Im| < |f(z) = 1llg(x)] + [I]lg(z) = m]. (1.9)

Comme lim,_,, g(z) = m, il existe a3 > 0 t.q.

€
zeD z#a,|lz—a|l <o = |gld) —m| < ——,
de sorte que
5
xe€D,x#a,|r—a <a = |l|g( )—m|§§. (1.10)
Il existe aussi as > 0 t.q.
x€D,x#a,|lr—a <ay = |glxr) —m| <1 = |g(z)| < |m|+1,
de sorte que
veD,x#a, |rv—a <ay = |f(z) = lllg(x)] < [f(x) = (Jm]+1). (1.11)
Enfin, comme lim,_,, f(z) =, il existe az > 0 t.q.
€
reD, x#a,|lr—al<az = )l < ——7-—. 1.12
On pose maintenant o = min(ay, g, a3) > 0 et on obtient, grace aux inégalités (1.9)-(1.12),
e €
ze€D, x#a,|lz—al<a= |fg(x)—lm|§§+§=5.
Ce qui est (1.8) et conclut la démonstration. L]

Des résultats analogues & ceux donnés dans la proposition 1.7 sont possibles sil = +00 et (ou) sim = +oc.

Proposition 1.8 (passage a limite dans une inégalité) Soit f,g deux applications de D C R dans
R eta,b,c € Rt.q. D Dlb,alUla,cl avech < a < c. Soitl,m € R t.q. limg_q f(x) =1 etlim,—,q g(x) = m.
On suppose que f(x) < g(x) pour tout x € D. On a alors | < m.



DEMONSTRATION : On commence par montrer que [ — m < 2¢, pour tout € > 0.
Soit € > 0. Comme lim,_,, f(x) =, il existe a; > 0 t.q.

xe€D;x#a,|lr—a <o = |flx)=l|<e=>l—-e< flzx)<l+e.
Comme lim,_,, g(z) = m, il existe ag > 0 t.q.
ze€D, z#a|lv—a<ay = |glz)—m|<e=>m—-ec<glx) <m+e.

On choisit maintenant © = a + o avec « = min(ay, as, ‘IT*'C) (de sorte que a < a1, a < ag, T # a et
xz € D). On a alors

l—e< f(z)<glx) <m+e.
On a donc bien montré que [ — m < 2¢ pour tout € > 0.
On en déduit que [ — m < 0. En effet, si I —m > 0, on pose € = lme et on obient 4 =1 — m < 2¢, ce
qui est absurde car € > 0.
Finalement, on a bien montré que I < m. [
Voici une conséquence immédiate de la proposition 1.8. Soit f, g, h trois applications de D C R dans R et
a,b,c € R t.q. D D]b,a[Ua,c[ avec b < a < c. Soit I,m,k € R t.q. limg_, f(z) =1, lim,,, g(x) = m et
lim,_,, h(z) = k. On suppose que f(z) < h(z) < g(x) pour tout z € D. On a alors I < k < m. 1l suffit
en effet d’appliquer la proposition 1.8 avec le couple f, h et avec le couple h, g. 1l est aussi intéressant de
remarquer que si [ = m, il est inutile de supposer que h ait une limite en a. Le fait que A ait une limite
en a (et que cette limite soit {) est alors une conséquence de 'encadrement de h entre f et g. Ceci est
donné dans la proposition 1.9.

Proposition 1.9 (Limite par encadrement)

Soit f,g,h trois applications de D C R dans R et a,b,c € R t.q. D Db,a[Ua,c| avec b < a < ¢. Soit
I €R tq limy, f(z) = limzqg(x) = 1. On suppose que f(x) < h(z) < g(x) pour tout x € D. La
fonction h a alors une limite en a et cette limite est l. (c¢’est-a-dire limg_, h(z) =1.)

DEMONSTRATION : Soit € > 0. Comme lim,_,, f(z) =, il existe a; > 0 t.q.
€D, z#a,|lr—a <o = |f(x)—l|<e=>1l—-e< flz)<l+e.
Comme lim,_,, g(z) =1, il existe as > 0 t.q.
re€D, x#a, |z —al<az = |gx)—l|<e=>1l-e<g(x)<l+e.
On pose alors a = min(aq, a2) On a alors
€D, x#a,|lr—a<a=1l-ec< flx)<h(z)<glx)<l+e,

et donc
x€D,x#a,|lr—a <a= |hz)-I<e
Ce qui prouve bien que la fonction A a une limite en a et que cette limite est . [

On donne maintenant un résultat (malheureusement un peu compliqué a énoncer) sur la composition de
limites.
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Proposition 1.10 (Composition de limites) Soit f,g deuz applications de R dans R et a,b,c € R.
On suppose que lim,_,, f(z) = b et lim,_p, g(x) = c. On suppose aussi que f(x) # b pour tout x € R\ {a}.
Alors, limg,_q go f(z) =c¢

DEMONSTRATION : Soit € > 0. On cherche a > 0 t.q.
r#a, |lr—al <o = |g(f(x) —d <e
On commence par utiliser le fait que lim,_,; g(y) = ¢. Ceci donne I'existence de n > 0 t.q.
y#b ly—b<n=lg(y) —cl<e. (1.13)
Puis, comme lim,_,, f(z) = b, il existe a > 0 t.q.
r#a,|lr—a <o = |f(z)—b<n
Comme f(x) # b (pour tout z € R\ {a}), on a donc avec (1.13)
r#a, |lr—al <o = |g(f(x) —d <e

On a bien montré que lim,_,, g o f(z) =c. [

Remarque 1.2 Dans la proposition 1.10, nous avons pris (pour simplifier ’énoncé) des applications de
R dans R. Mais, cette proposition reste vraie si f est définie que D C R et g définie sur £ C R en
supposant qu’il existe v > 0 t.q. D D]a —~, a[U]a,a+~[ et E D]b—~,b[U]b, +v[. Il faut alors commencer
par remarquer que g o f est définie sur ensemble qui contient Ja — ¢, a[U]a, a + [ pour un certain ¢ > 0.

1.3 Fonctions monotones

Définition 1.4 (fonctions croissantes)
Soit —oo < a < b < 400 et f une application de ]a,b| dans R.

1. On dit que f est croissante (ou monotone croissante) si :
z,y €la, b, z <y = f(z) < f(y).
2. On dit que f est strictement croissante (ou strictement monotone croissante) si :
z,y €la, b, x <y = f(x) < f(y).
De maniere analogue, on définit les fonctions décroissantes.

Proposition 1.11 (Limites d’une fonction monotone) Soit —0o < a < b < 400 et f une applica-
tion croissante de |a,b[ dans R. On a alors :

1. L’application f admet en tout point ¢ €]a,b] une limite & droite et une limite & gauche, encadrant
fle) (c’est-a-dire limy_yc e f(x) < fe) < limy_sepse f(2))

2. L’application f admet une limite (6 gauche) finie ou égale ¢ +00 en b, et Uapplication f admet une
limite (4 droite) finie ou égale & —o0 en a.
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DEMONSTRATION : Soit ¢ €]a, b[. On va montrer que f admet une limite & gauche en c et que cette limite
est inférieure ou égale a f(c).

On pose A = {f(x), x < ¢}. L’ensemble A est une partie non vide de R, majorée par f(c) (car f est
croissante), il admet donc une borne supérieure, que I'on note I. On a ! < f(c) (car f(c) est un majorant
de A). On montre maintenant que ! = lim, ¢ <. f().

Soit € > 0. Comme [ — ¢ n’est pas un majorant de A (puisque [ est le plus petit des majorants de A), il
existe d € A t.q. d > 1 —e. Il existe donc 29 < ¢ t.q. f(zg) =d >1—¢e. On pose o = ¢ — xg. On a donc
a > 0 et, grace a la croissance de f,

zo <x = f(xo) < f(2),
et donc, comme zg =c—a et f(xg) =d>1—¢,
c—a<z =l—c< f(x).
Par définition de [ on a aussi
r<c= flx) <l

On a donc, finalement,

c—a<z<c=>l-e< f(x)<lI.
Ceci prouve que ! = lim,_,. z<. f(z). On a donc bien montré que f admet une limite & gauche en c et
que cette limite est inférieure ou égale & f(c).
Un raisonnement semblable (non fait ici) permet de montrer que f admet une limite & droite en ¢ et que
cette limite est supérieure ou égale a f(c).
Pour montrer que f admet une limite & gauche, finie ou égale & 400, en b, on pose Im(f) = {f(x),
x €a, b[}.
Si Im(f) est majorée, on note 8 la borne supérieure de Im(f). La croissance de f permet alors de montrer
que 8 = limy_,p 4<p f(x). Cette démonstration est laissée ici en exercice.

Si Im(f) n’est pas majorée, la croissance de f permet de montrer que limg .4 z<p f(x) = +00. Cette
démonstration est aussi laissée ici en exercice.

Bien siir, les démonstrations pour trouver la limite a droite en a sont tres voisines. [

Remarque 1.3 Soit —co < a < b < +o0 et f une application croissante de ]a,b[ dans R. On pose
a=limy g p5q f(x) et B =limy_p 4<p f(x) (on rappelle que o € RU{—o00} et 8 € RU{+oc0}). Si f n’a
pas de saut (c’est-a-dire lim, ¢ y<. f(x) = limy_¢ o> f(2) pour tout ¢ €]a, b[), I'application f est alors
une bijection de ]a,b[ dans ]a, 8]. Nous démontrerons cette propriété au chapitre 2, section 2.4.

1.4 Exercices

1.4.1 Quelques rappels (Parties majorées et minorées, suites...)

Exercice 1.1

Soit a, b € R. Montrer les implications suivantes :

1. (Ve >0, ]al <e) = a=0.
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2. (Ve>0,a<b+e) = a<b.
3. (Ve>0,la—bl<e) = a=0b.

Pour les exercices suivants, on rappelle que si A est une partie non vide majorée de R, il existe un nombre
réel, noté sup(A4), qui est le plus petit des majorants de A. De méme, si A est une partie non vide minorée
de R, il existe un nombre réel, noté inf(A), qui est le plus grand des minorants de A.

Exercice 1.2

Soit A est une partie non vide majorée de R. On pose —A = {—a, a € A}. Montrer que —A est une
partie non vide minorée R. Comparer inf(—A) et sup(A).

Exercice 1.3

Soit A et B deux parties non vides de R t.q. A C B. On suppose que B est majorée. Montrer que A est
majorée et que sup(A) < sup(B). Cette derniére inégalité est-elle nécessairement stricte si I'inclusion de
A dans B est stricte 7

Exercice 1.4

Soit A et B deux parties non vides majorées de R. On pose A+ B ={a+b, a € A et b € B}. Montrer
que A + B est majorée et comparer sup(A + B) et sup(A4) + sup(B).

Exercice 1.5

1. Montrer que toute suite convergente dans R est bornée (c’est-a-dire majorée et minorée).
2. Montrer que toute suite croissante majorée est convergente dans R.

Exercice 1.6

Soit A une partie non vide de R.

1. On suppose que A est majorée et on pose a = sup(A4). Montrer qu’il existe une suite d’éléments de
A qui converge vers a.

2. On suppose que A n’est pas majorée. Montrer qu’il existe une suite d’éléments de A qui converge
vers 'infini.

Exercice 1.7

Soit (tn)nen une suite de réels.
1. Montrer que si la suite (un)nen converge, alors la suite (w, —un—1)n>1 tend vers 0 lorsque n — +o0.

2. Montrer que si la suite (>, _; ux)nen converge alors u, tend vers 0 lorsque n — +oco. Montrer par
un contre-exemple que la réciproque est fausse.

Exercice 1.8

Les affirmations suivantes sont-elles vraies 7 Si oui, le démontrer, sinon justifier en donnant un contre-
exemple si nécessaire.

1. Si (un)nen est une suite de réels positifs et converge vers zéro, alors (un)nen est décroissante &
partir d’un certain rang.
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2. Le produit d’une suite qui converge vers 0 et d’une suite quelconque converge vers 0.
3. La suite {sinn,n € N} admet une sous-suite qui converge.

4. Si (up)nen une suite de réels telle que (|uy|)nen converge vers £, alors (uy,)nen converge vers £ ou
vers —/£.

5. Si (un)nen est une suite de réels telle que limu,, = ¢ avec £ > 0 alors (u,)nen est positive & partir
d’un certain rang.

Exercice 1.9 (Moyennes harmonique et arithmétique)

1. Montrer que, pour tout a,b € Rt.q. 0 <a <b,on a:

2ab a+b

b.
a+b< 2 <

a <

2. Soit up,vp € R t.q. 0 < up < vo. On définit, par récurrence, les suites (uy,)nen €t (Un)nen par :

2Up U, e

2

(a) Montrer que les suites (un)nen €t (v, )nen sont bien définies et que u,,, v, > 0 pour tout n € N.
Montrer que les suites (up)nen €t (vn)nen sont convergentes (dans R).

(b) Montrer que limy,—, oo Uy, = limy,—s 1 0o Uy
(c) Vérifier que la suite (u,vn)nen est constante.

(d) Donner la limite commune aux suites (u, )nen €t (Vn)nen-

1.4.2 Limites

Exercice 1.10

Soit I € R, a € R, (up)nen une suite et f une application de R dans R. Ecrire a ’aide des quantificateurs
les phrases suivantes :

1. La suite (uy)nen ne tend pas vers [ quand n tend vers +oc.

2. La suite (uy,)nen tend vers +oo quand n tend vers +oo.

w

. f(z) ne tend pas vers | quand z tend vers a.

S

. f(z) ne tend pas vers | quand x tend vers +o0.

Exercice 1.11 (Limite, limite & droite et limite & gauche)

Soit a € R et I € R. Soit f une application définie sur A = R\ {a} & valeurs dans R.

1. Montrer que f admet [ comme limite en a si et seulement si f admet (en a) I comme limite & droite
et comme limite a gauche.
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2. Montrer que f admet [ comme limite a gauche en a si et seulement si f vérifie la condition suivante :

Pour toute suite (z,,),en de points de A,

Zn Ta, quand n — 400 = lim f(z,) =1,

n—-+oo
ou “x, T a quand n — 400" signifie “a = lim,,_, 4 o T, €t Tp41 > T, pour tout n € N”.
3. Reprendre les questions 1 et 2 avec [ = oo et avec | = —o0.

Exercice 1.12 (Opérations sur les limites)
Soit a,b € R, a < b et I =]a,b[. Soit f et g deux applications de I dans R et [;m € R. On suppose que
I=lmy g 050 f(x) et m=1lim, 4 550 9(x).

1. Montrer que [ +m = limy_,q 25a(f + 9)(2).

2. On suppose que m # 0. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ t.q. g(z) # 0 pour tout = € J =|a, ¢c[. Montrer

que % = limm%a,z>a i;g;; .

f(z) _

3. On suppose que m =0, I > 0 et que g(z) > 0 pour tout z € I. Montrer que lim;_,q y>q oz = O°

4. On prend ici @ = 0, b = 1, f(z) = sin(2) et g(x) = z. Les applications fg et f/g (qui est bien

définie sur I) ont-elles une limite & droite en 0 ?

Exercice 1.13 (Quelques exemples...)

Pour les exemples suivants, la fonction f est définie sur I = R.

1. On définit f par f(z) =z + @ pour z # 0 et f(0) = 1. L’application f a-t-elle une limite en 0 ?
une limite a droite en 0 ? une limite & gauche en 0 7

2. On définit f par f(z) =+va2+z+1— (z+ 1) pour tout x. Quelle la limite de f en +oo0 ?

3. On définit f par f(z) = @ pour = # 0 et f(0) = 1. L’application f a-t-elle une limite en 0 ?
une limite a droite en 0 ? une limite & gauche en 0 7

4. Pour z € R, on note E(z) = sup{n € Z; n < z}. On définit f par f(z) = = — /= — E(z) pour
tout = # 0. Soit n € Z, L’application f a-t-elle une limite en n 7 une limite a droite en n 7 une
limite a gauche en n 7

Exercice 1.14 (Autres exemples...)

1. fz) = ¥E=32%2 pour z €]0,1[. Quelle est la limite (& gauche) de f en 1 ?

222 —z—1

2. f(x) = \/77%7 V;zii pour z €]0,1[. Quelle est la limite (& droite) de f en 0 ?

3. Soit @ > 0. On définit f par f(z) = % pour z €]0, 1[. Quelle est la limite (& droite) de f en 0 ?
4. f(x) = (1 4sinz)= pour z €]0,1[. Quelle est la limite (A droite) de f en 0 ?

Exercice 1.15 (Calcul de limites)
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Calculer les limites suivantes (en les justifiant, mais sans “c — §”)

. 2 o 2 _
(a) lim sma:; (b) lim 6z +60—4 (¢) lim bz +6c—4 4; (d) lim (l—l-a:)%

rz—+oo T Z—+00 2¢ — 1 ’ z—+1 2¢ — 1 z—0+

Exercice 1.16 (Fonction périodique admettant une limite)

Soit f une application de R dans R. on suppose qu’il existe T' > 0 t.q. f(z+T) = f(z) pour tout x € R
(on dit alors que f est périodique de période T'). On suppose de plus que f admet une limite finie, notée
[, en +00. Montrer que f est une fonction constante.

Exercice 1.17 (Limite en +00)
Soit f : R — R définie par f(x) = sin(x) pour tout € R. La fonction f admet-elle une limite en +oo ?

Exercice 1.18 (Point fixe d’une application croissante)
Soit I = [0,1] et f une application croissante de I dans I. On pose A = {x € I, f(z) < x}. Montrer que :

1. A#£0,
2. z€ A= f(x) € A.

3. A possede une borne inférieure a € I.

4. f(a) = a.
(Toute application croissante de [0, 1] dans [0, 1] admet donc un point fixe.)

Exercice 1.19 (Densité de Q dans R)
Pour tout z € R et tout € > 0, construire z. € Q tel que |z — z.| < e.

Exercice 1.20 (Moyenne de Cesaro)

Soit (ty )nen une suite de nombres complexes. On définit la suite (v, )nen par v, = “t=tn

n

1. Soit I € C. On suppose (dans cette question) que lim,_, oo un = I. Montrer que limy, o0 vn = I.
2. On suppose miantenant que u, € R, pour tout n € N.

(a) Montrer que lim,,—; 4o %, = +00 implique lim,,—, 4 o0 vy, = 400.

(b) On suppose que la suite (u,)nen est croissante. Soit I € Ry, montrer que

lim v,=[0= lim wu, =1
n—-+oo n—-+o0o

3. (Généralisation) Soit (A,) une suite de nombres réels strictement positifs. Soit I € C. On suppose
que limy, s 400 Uy, =1 et que

n—-+00

k=n
lim (3 A) = +o0.
k=1
Pour n € N, on pose
D Py
Wn = =Gy
k=1 Mk

Montrer que limy,_, 4 w, = I.

4. Montrer que
iy LEV2H VB4 4 n

n—-+4oo n

1.

5. Soit I € C. On suppose que lim, oo (Upt1 — up) = . Montrer que lim,,_, 4 22 = 1.

ol
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1.5 Exercices corrigés

Exercice 1.21 (Corrigé de ’exercice 1.7)

Soit (un)nen une suite de réels.

1.

Montrer que si la suite (u,)nen converge, alors la suite (w, —un—1)n>1 tend vers 0 lorsque n — +o0.

Comme u, tend vers une limite finie ¢ lorsque n — +00, on a aussi u,—1 — £ lorsque n — +o0o et donc la
différence u,, — u,—1 tend vers 0.

. Montrer que si la suite (EZ:1 Uk )nen converge alors u,, tend vers 0 lorsque n — +o00. Montrer par

un contre-exemple que la réciproque est fausse.

Posons v, = ZZ:I ur. Comme (vp)nen converge, vn — Un—1 = U, tend vers 0 lorque n — 400 d’apres la
question précédente. La réciproque est fausse puisque la série de terme général 1 diverge (série harmonique).
n

Exercice 1.22 (Corrigé de ’exercice 1.8)

Les affirmations suivantes sont-elles vraies 7 Si oui, le démontrer, sinon justifier en donnant un contre-
exemple si nécessaire.

1.

Si (un)nen est une suite de réels positifs et converge vers zéro, alors (u,)nen est décroissante a
partir d’un certain rang.

Soit (un)neN* définie par u, = % et u, = % si n est impair. La suite converge vers 0 mais n’est pas
décroissante, méme a partir d’un certain rang. En effet on a toujours uz, = %, U2n41 = ﬁ, U2nt2 = %4-1
Orn<2n+letn+1<2n+1, donc uzn > Uzn+1 €t Uznt1 < U2n+2.

Le produit d’une suite qui converge vers 0 et d’une suite quelconque converge vers 0.

Evidemment non ! Prendre u,, = % et v, =n...

La suite {sinn,n € N} admet une sous-suite qui converge.

Oui par Bolzano-Weierstrass, car |sinn| < 1 pour tout n € N, donc la suite est bornée.

Si (un)nen une suite de réels telle que (|uy|)nen converge vers £, alors (uy,)nen converge vers £ ou

vers —/.

Evidemment non! Avec u, = (=1)", On a lirf |un| = 1, donc la suite (Jun|)nen converge vers 1, et
n— oo

pourtant la suite (un)nen ne converge pas.

Si (un)nen est une suite de réels telle que lim u,, = ¢ avec ¢ > 0 alors (u,)nen est positive & partir

d’un certain rang.

Oui, il suffit de prendre € = % dans la définition de la limite.

La suite (up)nen, définie par ug € [0, 1] et up41 = /U, pour n > 0, converge vers 0.

Faux : on démontre facilement par récurrence que un, = ug" , et donc u, — 1 lorque n — +o00 si ug €]0, 1[.
Si ug = 0, dans ce cas bien sir la suite est nulle et donc converge vers 0.

Exercice 1.23 (Corrigé de l’exercice 1.13)

Pour les exemples suivants, la fonction f est définie sur I = R.
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1. On définit f par f(z) =z + ‘/T’TZ pour z # 0 et f(0) = 1. L’application f a-t-elle une limite en 0 ?
une limite a droite en 0 7 une limite a gauche en 0 ?
corrigé

Pour > 0, on a f(z) =z + 1. On a donc lim, ¢z~ f(z) = 1. La fonction f a donc une limite &
droite en 0.

Pour z < 0, on a f(z) =x — 1 (car Va2 = —z). On a donc lim,_,0 <o f(2) = —1. La fonction f a
donc une limite a gauche en 0.

Comme limg_,0 x>0 f(z) # limz_0.0<0 f(2), la fonction f n’a pas de limite en 0.

2. On définit f par f(z) =+va2+z+1— (z+ 1) pour tout x. Quelle la limite de f en +oo0 ?
corrigé

Pour x > 0, on a :

(Vo2+o+1—(z+1) Va2 +ax+1+(x+1) 22+2+1—(x+1)2

flz) = = :
(=) vVt +aoz+ 14+ (z+1) Va2 +z+14 (z+1)
et donc

fa) = = - - 1

T Vet r+ 1+ (et 1) Aylil o141
On en déduit que lim, o f(z) = f%.

3. On définit f par f(z) = @ pour z # 0 et f(0) = 1. L’application f a-t-elle une limite en 0 ?
une limite a droite en 0 ? une limite & gauche en 0 7
corrigé

Pour z > 0, on a f(z) = sin(*) 1,a fonction sin est dérivable et sa dérivée est la fonction cos. La

limite & droite en 0 de f est donc cos(0), c’est-a-dire lim,_,0 40 f(2) = 1. La fonction f a donc
une limite a droite en 0.

Pour 2 < 0,on a f(x) = sin(-z) _ ,M On a donc lim, 0 z<o f(z) = —1. La fonction f a donc

xT X
une limite a gauche en 0.

Comme lim, 0 550 f(2) # lim, 0 .<0 f(x), la fonction f n’a pas de limite en 0.

4. Pour z € R, on note E(z) = sup{n € Z; n < z}. On définit f par f(z) = ¢z — \/z — E(z) pour
tout = # 0. Soit n € Z, L’application f a-t-elle une limite en n 7 une limite a droite en n 7 une
limite a gauche en n 7

corrigé
Pour z € [n— 1,n], on a E(z) = n—1 et donc f(z) = 2 — vz —n+1. On en déduit que
limg_p z<n f(x) =n — 1. La fonction f a donc une limite & gauche en n.

Pour z € [n,n+1[, on a E(x) = n et donc f(z) = x —+/z —n. On en déduit que lim,_,,, >, f(z) =
n. La fonction f a donc une limite a droite en n.

Comme lim, .y, p5q f(2) # limy sy, w<n f(x), la fonction f n'a pas de limite en n.
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Exercice 1.24 (Corrigé de I’exercice 1.15)
Calculer les limites suivantes (en les justifiant, mais sans “c — §7)

sinz 622 + b — 4 622 + b — 4 1
a) lim ; b) lim ————; c) lim ——; d) lim (1+2x)=
()Z$+m x ()z%Jroo 2r—1 ()w—H-% 20 —1 ()z—>0+( +2)
(a) On a fi < Sy < i et donc lir_'{l MY par le théoreme des gendarmes.
x T— 400
2 _ 6+§ _ 4 2 _
(b) Pour z > 0, on a bx ;;iml 1 =z 2””_ %12 , et donc ZE&;% = +o0.
2
-4
(c) Comme 62° + 5z —4 = (2z — 1)(3z + 4), on a pour = # %, on a % = 3z + 4 et donc
76$2+5x_4—>210rs uealc—>1
2z — 1 2 2
(d) On a (1 + m)% = exp <lln(1+x)). Or In( + z) — 1 lorsque = — 0% (car In@ + z) est le taux
x x

d’accroissement de la fonction z — In(1 + z) en 0). On a donc (1 + m)% — e lorsque z — 0.

Exercice 1.25 (Corrigé de ’exercice 1.16)

Soit f une application de R dans R. on suppose qu’il existe ' > 0 t.q. f(x +T) = f(x) pour tout z € R
(on dit alors que f est périodique de période T'). On suppose de plus que f admet une limite finie, notée
[, en +00. Montrer que f est une fonction constante.
corrigé
Soit € R, on va montrer que f(z) = [. On commence par montrer, par récurrence sur n, que f(z) =
f(z +nT) pour tout n € N*. En effet, pour n = 1, ’hypothese sur f donne bien f(z) = f(z + 7). Puis,
soit n € N*. On suppose que f(z) = f(x + nT). L’hypothese sur f, utilisée avec le point x + nT’, donne
fl@+nT) = f(x+nT+T). On en déduit que f(x) = f(x+ (n+ 1)T). On a bien ainsi montré, par
récurrence sur n, que f(z) = f(x +nT) pour tout n € N*,

On remarque maintenant que lim,,_, ;o (2 + nT) = +00. Comme f admet [ comme limite en 400, on a
donc lim, 1 f(x +nT) =1, et donc f(x) =1. Ce qui prouve que f est la fonction constante et égale &
l.

Exercice 1.26 (Corrigé de I’exercice 1.17)

Soit f : R — R définie par f(x) = sin(x) pour tout € R. La fonction f admet-elle une limite en +oo ?
corrigé
La fonction f n’a pas de limite en +o00. En effet, supposons que f ait une limite en +00, notée [ (avec
Il € RU{+oc0} U{—00}). Toute suite convergeant vers +oo est alors transformée en une suite ayant [
pour limite. En prenant la suite (z,),en avec x, = 2nm pour tout n € N, on en déduit que [ = 0. Puis,
en prenant la suite (yn)nen avec y, = 2nm + 7, on en déduit que [ = 1. Ceci prouve que f n’a pas de
limite en 4oo0.

Une autre démonstration possible consiste a utiliser ’exercice 1.25.
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Chapitre 2

Continuité

2.1 Définition et propriétés
Définition 2.1 (Continuité en un point) Soit f une application de D C R dans R et a € D.

1. On dit que f est continue en a si pour tout € > 0, il existe § > 0 t.q. :

vED, lo—a <6 = |f(z) - fa) <e.

2. On dit que f est séquentiellement continue en a si f transforme toute suite convergente vers a en
suite convergente vers f(a), c¢’est-a-dire
(Zn)nen C D, ngrfoo Tn=0a = ngrfoo flan) = f(a).

Remarque 2.1 Sous les hypotheses de la définition 2.1 et si il existe b,c € R t.q. b < a < c et
D DJb, a[U]a, ¢[, il est facile de voir que f est continue en a si et seulement si f(a) = lim,_,, f(2).

Théoreme 2.1 (Continuité versus continuité séquentielle) Soit f une application de D C R dans
R eta € D. Alors, f continue en a si et seulement si f est séquentiellement continue en a.

DEMONSTRATION : La démonstration n’est pas détaillée ici. Il suffit essentiellement de reprendre celle
de la proposition 1.2. L]

Remarque 2.2 La continuité en un point est une propriété locale. En effet, Soit f une application de
D Cc Rdans Ret a € D. Soit v > 0. On pose D= DN]a —~,a+~[. On appelle f la restriction de f a D
(c’est-a-dire que f est définie sur Det f=fsur [)). Alors, f est continue en a si et seulement si f est
continue en a.

Définition 2.2 (Continuité) Soit f une application de D C R dans R. on dit que f est continue si f
est continue en tout point de D.

Remarque 2.3 Une application f de R dans R peut étre continue en tout point de R, elle peut étre
continue en certains points de R et non continue en d’autres points. Enfin, elle peut aussi étre continue
en aucun point de R. C’est le cas, par exemple, de la fonction f définie par f(z) =1six € Qet f(z) =0
sizeR\Q.
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On donne maintenant la définition de la continuité uniforme, plus forte que la continuité.

Définition 2.3 (Continuité uniforme) Soit f une application de D C R dans R. on dit que f est
uniformément continue si pour tout € > 0, il existe § > 0 t.q. :

Yy €D, [x—yl <6 = [fly) - flx) <e.

Exemple 2.1 On prend ici D =]0,1[ et f(x) = % pour x €]0,1[. L’application f est continue (c’est-a-
dire continue en tout point de D) mais n’est pas uniformément continue.

Proposition 2.1 (Somme, produit et quotient d’applications continues) Soit f,g deuz applica-
tions de D C R dans R et a € D. On suppose que f et g sont continues en a. Alors :

1. L’application f + g est continue en a,
2. L’application fg est continue en a,

3. Il existe B > 0 t.q. g(x) # 0 pour x € DNja — B,a + B] et f/g (qui est bien définie pour x €
DN]a — B,a+ B[) est continue en a.

DEMONSTRATION : Ici aussi, il suffit essentiellement de reprendre la. démonstration de la proposition 1.7.
[

Proposition 2.2 (Continuité de la composée) Soit f une application de D C R dans R et g une
application de E C R de R. On suppose que Im(f) = {f(z), x € D} C E (de sorte que go f est définie
sur D). Soit a € D. On suppose que f est continue en a et g est continue en f(a). Alors, go f est
continue en a.

DEMONSTRATION : Ici aussi, il suffit essentiellement de reprendre la démonstration de la proposition 1.10.
[

2.2 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 2.2 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit a,b € R, a < b, et f une application
continue de [a,b] dans R. Alors, Uapplication [ prend toutes les valeurs comprises entre f(a) et f(b)
(c’est-a-dire que pour tout y appartenant & lintervalle dont les bornes sont f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, b]

t.q. f(c)=7).

DEMONSTRATION : On distingue deux cas possibles.

Premier cas. On suppose que f(a) < f(b). Soit v € [f(a), f(b)]. On pose A = {z € [a,b] t.q. f(x) <~}
L’ensemble A est non vide (car il contient a) et est majoré par b. Il admet donc une borne supérieure
que nous notons ¢. On a, bien sir, a < ¢ < b (a € A et b est un majorant de A). On va montrer que
fle)=~.

On commence par remarquer qu’il existe une suite (¢, )nen de points de A t.q. lim, 1o ¢, = ¢ (voir,
par exemple, l'exercice 1.6). Par continuité de f en ¢, on a donc f(¢) = lim,, 1 f(cn) et donc, comme
f(en) <~y pour tout n € N, on en déduit f(c) <.
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On suppose maintenant que f(¢) < v (et on va montrer que ceci est impossible). On a donc ¢ < b (car
f(b) > 7). On pose e =y — f(c) > 0. Par continuité de f en ¢, il existe donc a > 0 t.q.

€lab], |x—c| <a = |f(x) - fld)| <e.
On a donc, en particulier, avec 8 = min(a, b — ¢) > 0,
c<z<c+f = flx)< flc)+e=1.

Ceci prouve que (par exemple) ¢+ 3 € A, en contradiction avec la définition de ¢ (qui est ¢ = sup A). On
a ainsi montré que f(c) n’est pas strictement inférieur & . On a donc f(c) = .

Deuxiéme cas. On suppose que f(a) > f(b). Soit v € [f(b), f(a)]. On montre alors qu’il existe ¢ € [a, b]
t.q. f(c) =~ par un raisonnement semblable au précédent en prenant A = {z € [a,b] t.q. f(z) > ~v}. Ce
raisonnement n’est pas détaillé ici. L]

Remarque 2.4 Voici deux conséquences immédiates du théoreme des valeurs intermédiaires.

1. Soit a,b € R, a < b, et f une application continue de [a, b] dans R. Alors {f(x), = € [a,b]} contient
I'intervalle dont les bornes sont f(a) et f(b).

2. Soit I un intervalle de R et f une application continue de I dans R. Alors, f vérifie la “propriété des
valeurs intermédiaires”, c’est & dire : Pour tout a,b € I, a < b, {f(z), x € [a, ]} contient 'intervalle
dont les bornes sont f(a) et f(b).

Remarque 2.5 Soit I un intervalle de R et f une application de I dans R. La remarque précédente
montre que la continuité de f implique que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires. La réciproque
est fausse, c’est-a-dire que le fait que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires n’implique pas la
continuité de f. (La propriété des valeurs intermédiaires peut étre présentée comme une sorte de continuité
avec la notion d’ordre dans R, alors que la continuité fait plutét appel & la notion de distance.) Nous
verrons au chapitre 3 que si f est dérivable de ]a,b] dans R, alors f’ vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires mais n’est pas toujours continue.

2.3 Fonction continue sur un intervalle fermé borné

Théoréme 2.3 (fonction continue sur un compact) Soit a,b € R, a < b, et f une application con-
tinue de [a,b] dans R. Alors, Uapplication f est bornée et atteint ses bornes. (c’est-a-dire qu’il existe
m,M €R et c,d € [a,b] t.q. f(c)=m, f(d) =M et, pour tout z € [a,b], m < f(z) < M.)

DEMONSTRATION :
Etape 1 On montre tout d’abord que f est majorée (c’est-a-dire que Im(f) = {f(z), = € [a,b]} est
majorée). Pour cela, on raisonne par ’absurde. On suppose donc que f n’est pas majorée.

Soit n € N. Comme f n’est pas majorée, 'ensemble A,, = {x € [a,b] t.q. f(z) > n} est non vide. Comme
cet ensemble est majoré par b, il admet une borne supérieure, notée x,, et on a x, € [a,b]. On sait
aussi que x,, est limite d’une suite de point de A,, (voir 'exercice 1.6). Il existe donc une suite (T k)ken
d’élément de A, t.q. limg_ 100 Tn k= T, (nOter que n est ici fixé). Comme x,, 1 € Ap, on a f(xnx) >n
et comme f est continue en ,, on a limy_, 4o f(2n k) = f(z,). On en déduit que f(x,) > n (noter bien
encore que 7 est ici fixé).
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La suite (2, )nen est décroissante (car A, 1 C A,) et minorée (par a). Elle est donc convergente dans R.
On pose x = limy,, o0 . Comme a < x, < b pour tout n € N, on a aussi a < x < b, et comme [ est
continue en x, on a lim, 1 f(z,) = f(x), ce qui impossible car f(x,) > n pour tout n € N (et donc
lim,, 400 f(zn) = +00).

On a donc montré que f est majorée. Un raisonnement similaire non fait ici permet de montrer que fest
minorée.

Etape 2 On note M = sup{Im(f)}. On montre maintenant qu’il existe d € [a,b] t.q. f(d) = M. Pour
cela, on utilise un raisonnement semblable a celui de la premiere étape.

Soit n € N, On pose M,, = M — L et B, = {z € [a,b] t.q. f(z) > M,}. Comme M, n’est pas un
majorant de Im(f), 'ensemble B,, est non vide. Comme cet ensemble est majoré par b, il admet une
borne supérieure, notée y,,, et on a y, € [a,b]. Comme y,, est limite d’une suite de point de B,, et que f

est continue en y,, on a donc f(y,) > M,. (On a raisonné ici comme & la premieére étape. Noter aussi
que f(yn) < M car M = sup{Im(f)}.)

La suite (yn)nen est décroissante (car Bp41 C By) et minorée (par a). Elle est donc convergente dans R.

On pose d = lim,, 100 Y. Comme a < y,, < b, pour tout n € N, on a aussi a < d < b et, comme f est

continue en d, on a lim, 1 f(yn) = f(d). On en déduit que f(d) = M en passant & la limite sur les

inégalités M,, = M — % < flyn) < M.

Un raisonnement similaire non fait ici permet de montrer qu'’il existe ¢ € [a, ] t.q. f(¢) = m = inf(Im(f)).
m

Exemple 2.2 On prend ici I =]0,1[ et f(x) = 1/2 pour x €]0, 1[. Pour cet exemple, lapplication f est
non majorée et elle est minorée mais sa borne inférieure est non atteinte.

Le théoreme 2.2 permet de montrer que l'image d’un intervalle par une application continue est un
intervalle. Avec le théoreme 2.3 | on a méme que l'image par une application continue d’un intervalle
fermé borné est un intervalle fermé borné. Ceci est donné dans le théoreme 2.4.

Théoréeme 2.4 (Image d’un intervalle par une application continue)
Soit I intervalle (non vide) de R et f une application continue de I dans R. On pose Im(f) = {f(x),
x eI}, Alors :

1. L’ensemble Im(f) est un intervalle. (Autrement dit, ’image par une application continue d’un
intervalle est un intervalle.)

2. Si I = [a,b] avec a,b € R, a < b, on a Im(f) = [m, M] avec m,M € R (on peut noter que
m = inf(Im(f)) et M = sup(Im(f))). (Autrement dit, l’image par une application continue d’un
intervalle fermé borné est un intervalle fermé borné.)

DEMONSTRATION :
On montre tout d’abord le ler item du théoreme. Si Im(f) est minorée, on pose o = inf(Im(f)). Si
Im(f) n’est pas minorée, on pose @ = —oo (dans ce cas, on pose aussi inf(Im(f)) = —o0). De méme, si

Im(f) est majorée, on pose § = sup(Im(f)). Si Im(f) n’est pas majorée, on pose 8 = +oo (dans ce cas,
on pose aussi sup(Im(f)) = +00).

La définition de « et 8 donne donc immédiatement que Im(f) C [a, 8]. Pour montrer que Im(f) est un
intervalle, il suffit de montrer que Ja, [C Im(f).

Soit v €], 8]. Comme ~ n’est pas un minorant de Im(f), il existe a € I t.q. f(a) <. De méme, Comme
~ n’est pas un majorant de Im(f), il existe b € I t.q. f(b) > 7. le nombre 7 est donc compris entre f(a)
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et f(b). Comme f est continue sur I'intervalle fermé borné dont les bornes sont a et b, le théoréme des
valeurs intermédiaires (théoreme 2.2) donne qu’il existe x entre a et b (et donc x dans I) t.q. f(x) = ~.
On a donc bien montré que ]a, S[C Im(f) et donc que Im(f) est un intervalle (c’est un intervalle dont les
bornes sont « et ().

On montre maintenant le deuxieme item du théoréme. Le théoreme 2.3 montre qu’il existe m, M € R et
¢, d € la,b) t.q. f(c)=m, f(d) = M et que Im(f) C [m, M). Puis le théoreme des valeurs intermédiaires
(théoreme 2.2) montre que pour tout vy € [m, M], il existe = entre c et d (et donc x € [a,b]) t.q. f(z) =1.
On en déduit que Im(f) = [m, M]. m

2.4 Fonction strictement monotone et continue

Théoréme 2.5 Soit I un intervalle (de R) dont les extrémités sont a et b, avec —o0 < a < b < +o0, et
[ une application strictement croissante, continue, de I dans R. On pose Im(f) = {f(x), x € I}, a =
inf(Im(f)) (avec inf(Im(f)) = —oo si Im(f) est non minorée), 5 = sup(Im(f)) (avec sup(Im(f)) = +oo
si Im(f) est non majorée). Alors :

1. Im(f) est un intervalle dont les extrémités sont o et 8. On note J cet intervalle.

2. Si I =la, b, on a alors J =]a, B].
8. L’application f est bijective de I dans J.
4. On note g la fonction réciproque de f (c’est-a-dire g définie de J dans I t.q. go f(x) = x pour tout
z €1 et fog(x) =z pour tout x € J). L’application g est continue et strictement croissante (de
J dans T).
DEMONSTRATION :

1. Le théoréme 2.4 donne que Im(f) est un intervalle. La définition de a et 8 donne alors que les
extrémités de cet intervalle sont « et 5.

2. Pour montrer que Im(f) =], 8] (lorsque I =]a, b[), il suffit de montrer que o & Im(f) et 8 & Im(f).
Pour cela, on raisonne par I'absurde. On suppose que o € Im(f). Il existe alors ¢ €]a,b[ t.q.
f(e) = a (et donc @ € R). Mais, en prenant y €]a,c[, on a alors, grace a la stricte croissance de
f, fly) < f(¢) = @, ce qui contradictoire avec la définition de . Done, o ¢ Im(f). De maniére
analogue, on peut montrer que 5 ¢ Im(f). On a bien ainsi montré que Im(f) =]a, 5.

3. La fonction f est surjective de I dans J (car J = Im(f)). Il reste & montrer que f est injective,
mais ceci est une conséquence simple de la stricte croissance de f. En effet, soit x,y € I, x # y. Si
x>y,ona f(z)> f(y). Six <y,ona f(z) < f(y). Dans les deux cas, on a donc f(x) # f(y), ce
qui prouve l'injectivité de f. L’application f est donc bien une bijection de I dans J.

4. On note g la fonction réciproque de f (g est donc définie de J dans I). On remarque tout d’abord
que g est strictement croissante. En effet, soit =,y € J, x < y. Sig(xz) > g(y), on a, par la croissance
de f, z = f(g9(z)) > f(g(y)) =y, ce qui est impossible. On a donc g(z) < g(y), ce qui prouve que g
est strictement croissante. Il reste a montrer que g est continue en tout point de J. Soit a < v < .
Comme g est croissante, g admet des limites & droite et & gauche en ~, notées g;(7) et g-(7), et ces
limites encadrent g(y) (proposition 1.11). Plus précisément :

zg{gqg(x) =sup{g(z),z <~} = aq(y) < 9(7) < 9,(v) = inf{g(x),z >} = H%IEM g(z).
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Mais, comme Im(g) est un intervalle (car Im(g) = I) I'ensemble [g;(7), g ()] est inclus dans Im(g),
ce qui n’est possible que si g;(y) = g-(7). On a donc g;(y) = g(v) = g-(7), ce qui prouve que g est
continue en . Un raisonnement analogue prouve que g est continue en « si « € J (on consideére
alors la limite & droite de g en « et on montre qu’elle est égale & a) et que g est continue en [ si
B € J (on considere alors la limite & gauche de g en 8 et on montre qu’elle est égale a b). Ceci
termine la démonstration de ce théoreme.

n

Exemple 2.3 On prend dans cette exemple I =] — /2, 7/2[ et, pour = € I, f(x) = tan(x). La fonction
f est continue strictement croissante de I dans R. On a o = inf(Imf) = —o0 et § = sup(Imf) = +oo. Le
théoreme 2.5 donne alors que f est une bijection de I dans J avec J = R et que sa fonction réciproque
est continue strictement croissante de J dans I. Cette fonction réciproque est la fonction “arctan”.

2.5 Exercices
Exercice 2.1
Les assertions ci dessous sont-elles vraies ou fausses 7

1. Si f est une fonction sur R, alors pour tout n € N* il existe § > 0 tel que si x €] — §, [ alors

F(@) €1f(0) = 5, f(0) + .

2. Soit f une fonction définie sur R qui admet une limite & droite en 0 et une limite a gauche en 0,
alors f est continue en 0.

3. Pour montrer que la fonction f : x — 4z + 1 est continue en un point a de R, il suffit de prendre
0 = 4e dans la définition de la continuité.

4. Soit f une fonction continue sur R qui s’annule en tout point de Q, alors f est nulle.

Exercice 2.2 (Fonction continue, non nulle en un point)

Soit f une fonction de R dans R et a € R. On suppose que f est continue en a et que f(a) # 0. Montrer
que f est non nulle sur un intervalle ouvert contenant a.

Exercice 2.3 (Fonction lipschitzienne)

Soit f : R — R et k € Ry. On suppose que |f(z) — f(y)| < k|z — y| pour tout =,y € R. Montrer que f
est continue (sur tout R).

Exercice 2.4

Pour quelle valeur de « la fonction f, définie ci-apres, est-elle continue sur R 7

f(x):{ “;3:28 six #2

asix=2.

Exercice 2.5 (Fonctions monotones)

Soit a,b € R, a < b et I =|a,b[. Soit f une application strictement croissante de I dans R. On pose
A={f(x), z €I}, a=inf Aet f =supA. (Si A est non minorée, on pose inf A = —oco. Si A est non
majorée, on pose sup A = +00.)
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1. Montrer que lim,_,, f(z) = « (on pourra distinguer les cas @ € R et & = —00). Montrer que

2. Soit ¢ € I. Montrer que f admet une limite & droite en ¢, notée f;(c), et une limite & gauche en c,
notée fq(c). Montrer que fy(c) < f(c) < fa(c).

3. On suppose que fq(c) = fq(c) pour tout ¢ € I (avec fy et f, définies & la question précédente).
Montrer que f est continue et que f est bijective de ]a, b[ dans Ja, 3].
Exercice 2.6 (Polyndéme de degré impair)

Montrer que toute fonction polynéme de R dans R, de degré impair, s’annule en au moins un point.

Exercice 2.7 (Existence d’un maximum)

Soit f une fonction continue de R, dans Ry. On suppose que lim,_,, f(z) = 0. Montrer que f admet
un maximum (c’est-a-dire qu'il existe a € Ry t.q., pour tout € Ry, f(z) < f(a)).

Exercice 2.8 (Injectivité et continuité donne monotonie)

Soit a,b € R, a < b, et f [a,b] — R continue et injective. Montrer que f est monotone. [Utiliser le
théoreme des valeurs intermédiaires.|

Exercice 2.9 (Prolongement par continuité)

Soit f I’application de R\ {—1,1} dans R définie par :

a3 =22 —x+2

1. La fonction f est-elle continue en 0 ?
2. Calculer lim,_,_1 f(z) et limy_1 f(x).
3. Existe-t-il une fonction g définie et continue sur R et qui est égale & f sur R\ {—1,1} ?

Exercice 2.10

Soit f et g deux fonctions de [0, 1] dans R, continues et t.q. f(0) = g(1) =0 et g(0) = f(1) = 1. Montrer
que :
VA eR,, Jx €[0,1], f(x) = Ag(z).

Exercice 2.11 (Valeur intermédiaire)

Soit f une fonction continue de [0,1] dans R.
1. Montrer que pour tout ¢t € [0, 1], ensemble {s € [0,1] t.q. f(s) = M} est non vide.
Pout ¢ € [0,1], on pose p(t) = inf{s € [0,1] t.q. f(s) = M}
2. Soit ¢ € [0,1], montrer que ¢(t) € [0, 1] et que f(p(t)) = M.

3. Montrer que si f est strictement croissante, 1’application ¢ ainsi définie de [0,1] dans [0, 1] est
continue.

4. Donner un exemple de fonction f pour lequel la fonction ¢ n’est pas continue.
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Exercice 2.12 (Fonction dont ’image est discrete)
Soit f : R — R une fonction continue (c’est-a-dire continue en tout point de R). On suppose que f(x) €
{0,1}, pour tout « € R. Montrer que f est constante. [utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires.|

Exercice 2.13 (Continuité de “max” et “min”)

1. Montrer que, pour tout z,y € R, max{z,y} = $(z +y + |z — y|) et min{z,y} = L (z +y — |z — y]).

2. Soit f et g deux applications de R dans R. On définit les applications fTg et fLlg de R dans R
par :

(fTg)(x) = max{f(z),g(x)}, (fLg)(x) =min{f(z),g(x)}, pour z € R.
Soit @ € R. On suppose que f et g sont continues en a. Montrer que fTg et fLg sont continues en
a.
Exercice 2.14 (Convexe implique continue)

Soit f une application de R dans R. On suppose que f est convexe, c’est a dire que f(tx + (1 —t)y) <
tf(z)+ (1 —t)f(y) pour tout ¢t € [0,1] et pour tout x,y € R.
On pose v = f(1) — f(0), B = f(0) — f(—1) et v = max{|e, |B]}.
1. Soit z €]0,1]. Montrer que Sz < f(z) — f(0) < az. [Utiliser le fait que z = t1 + (1 — )0, avec
t=x,et 0=tx+ (1 —1t)(—1), avec t = 1—5-%]

2. Soit = €] — 1,1[. Montrer que |f(z) — f(0)] < v|z|. En déduire que f est continue en 0.

3. Montrer que f est continue en tout point de R.

Exercice 2.15 (Borne supérieure atteinte)

Soit f une application continue de R, dans R, (on rappelle que Ry = [0,00[). On suppose que
lim; oo f(z) = 0. Montrer que ’ensemble {f(z), © € R4} est majoré et qu'il existe a € Ry t.q.

fla) = sup{f(z), z € Ry }.

Exercice 2.16 (Exercice sur les valeurs intermédiaires)

Soit f une application continue de [0,1] dans R t.q. f(0) = f(1). Soit n € N*. pour z € [0,1 — 1], on
pose g(x) = f(z+ ) — f(2).
1. Montrer que ZZ;; g(E)=o.
2. Montrer qu'il existe zg, z1 € [0,1 — 1] t.q. g(zo) < 0 et g(z1) > 0.
3. Montrer qu'il existe z € [0,1 — L] t.q. f(z+ 1) = f(z).
Exercice 2.17 (Prolongement par continuité)
Pour z €]0, 1], on pose f(z) = % Peut on prolonger f par continuité en 0 et en 1 ?
Exercice 2.18 (Point fixe)

Soit f une fonction continue de [0,1] dans [0, 1] et vérifiant

Vry,m2 € [0,1], 21 — 22| < [f(z1) — f(a2)].
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1. Montrer que f est injective.
2. Montrer que {f(0), f(1)} = {0,1}.
3. Montrer que f est surjective.

4. Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 2.19 (Equation fonctionnelle)

Soit f une fonction définie sur R, a valeurs dans R et vérifiant I’équation fonctionnelle suivante :

Pour tout z,y € Ry, f(z+y) = f(z)f(y).

1. Montrer que f est a valeurs positives ou nulles.
2. Montrer que si f(0) = 0 alors f est identiquement nulle.
Dans ce qui suit on suppose que f n’est pas identiquement nulle.
3. Calculer f(0).
4. Soit x € Ry et n € N*, exprimer f(nz) et f(£) en fonction de f(x) et n.
5. Soit x € R4 et p, q deux entiers naturels strictement positifs. On pose r = %En calculant f(q(rz))
de deux maniéres différentes, exprimer f(rz) en fonction de f(x) et 7.

6. Dans cette question on suppose qu’il existe o > 0 tel que f(a) = 0.

(a) Construire une suite (z,,) de réels strictement positifs convergeant vers 0 et tellle que f(z,) =0
pour tout n € N.

(b) Montrer que la fonction f est nulle sur RT*.
Dans ce qui suit on suppose que f est a valeurs strictement positives.

7. On suppose dans cette question que f est continue a droite sur R;. Montrer qu’il existe un réel a
tel que f(z) = e*® pour tout = € R.

8. On suppose que f est continue a droite en 0, montrer que f est continue a droite en tout point de
R et conclure qu'il existe un réel a tel que f(x) = e®* pour tout x € Ry.

9. On suppose qu’il existe deux réels A, B vérifiant 0 < A < B tels que f soit majorée sur [A, B].

(a) Montrer que sur [0, B — A], f est minorée de borne inférieure strictement positive.
(b) Montrer que f est continue & droite de 0.

(c) Montrer qu’il existe un réel a tel que f(x) = e** pour tout z € Ry.

Exercice 2.20 (Croissance et continuité)

Soit —co < a < b < 400 et f une fonction croissante de ]a, b[ dans R. Montrer que f est continue si et
seulement si Im(f) est un intervalle.

Exercice 2.21 (Une remarque pour un cours de thermodynamique)
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Soit f une fonction de R dans R. Pour x € R%, on pose g(z) = % f (%) Montrer que f est convexe si

et seulement si g est convexe.

Exercice 2.22 (Majoration...)

1. Montrer qu’il n’existe pas C' € R t.q.

tin(l+s) <tln(l+1¢)+ s+ C pour tout ¢,s € Ry.

2. Soit 1 < ¢q. Montrer qu’il existe Cy; € R t.q.

tin(l+s) <tln(l+t) + s+ C, pour tout ¢,s € Ry.

Exercice 2.23 (Existence pour un systéme non linéaire)

Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe z,y € R t.q.

{ —5z + 2sin(z) + 2cos(y) = 0, (2.1)

2cos(z) + 2sin(y) + 5y = 0.
1. Pour x € R, on pose f(x) = —5x + 2sin(x). Montrer que f est une bijection continue de R dans R.

2. Montrer que le systéme (2.1) admet au moins une solution.

2.6 Exercices corrigés

Exercice 2.24 (Corrigé de l’exercice 2.1)

Les assertions ci dessous sont-elles vraies ou fausses ?

1. Si f est une fonction sur R, alors pour tout n € N* il existe § > 0 tel que si = €] — 4, [ alors
f(@) €1f(0) = 5, f(0) + 5.
Oui, il suffit de prendre € = % dans la définition de la continuité de f en 0.

2. Soit f une fonction définie sur R qui admet une limite & droite en 0 et une limite a gauche en 0,
alors f est continue en 0.
Non, par exemple la fonction f définie par f(z) =0 si x # 0 et f(0) = 1 admet 0 comme limite & gauche
et a droite mais n’est pas continue.

3. Pour montrer que la fonction f : z — 4x + 1 est continue en un point a de R, il suffit de prendre
0 = 4e dans la définition de la continuité.

Non, il faut prendre § = £, car si [v —a| < §, alors f(x) — f(a) =4[z —a| <e.

4. Soit f une fonction continue sur R qui s’annule en tout point de Q, alors f est nulle.

Soit x € R, comme @ est dense dans R, il existe une suite de rationnels (z)nen telle que x, — x lorsque
n — +oo. Comme f est continue f(z,) — f(z) lorsque n — 400, et comme f(z,) = 0 pour tout n, on en
déduit que f(x) = 0.

Exercice 2.25 (Corrigé de ’exercice 2.2)
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Soit f une fonction de R dans R et a € R. On suppose que f est continue en a et que f(a) # 0. Montrer
que f est non nulle sur un intervalle ouvert contenant a.

corrigé
On pose § = |f(a)|]. Comme § > 0 et que f est continue en a, il existe v > 0 t.q. :

o

reRfz—al <y = |f@) - fl) < 5 = f(a) - g < f(@) < fla)+ 2

5.

Si f(a) >0, on a donc f(z) > Ha) o 0, pour tout = €Ja — v,a + v[.

2
Si f(a) <0,0ona f(x) < f<2“> < 0, pour tout z €]a —v,a + v|.

Dans les deux cas (f(a) > 0 et f(a) <0) on a donc :
r€la—atal= fz) £0.

ce qui repond a la question car |a — 7, a + 7] est un intervalle ouvert contenant a.

Exercice 2.26 (Corrigé de ’exercice 2.3)

Soit f :R — Ret k€ Ry. On suppose que |f(z) — f(y)| < klx — y| pour tout z,y € R. Montrer que f
est continue (sur tout R).

corrigé
Soit € > 0. On choisit 7 = 5. On a donc n > 0 et :
ke
r,yeR z—yl<n = [flz) - fy)|<kn= s

Ceci prouve que f est uniformément continue sur R (et donc, en particulier, continue en tout point de
R).

Exercice 2.27 (Corrigé de l’exercice 2.4)

Pour quelle valeur de « la fonction f, définie ci-apres, est-elle continue sur R 7

f(x):{ z;__; six#2

asix=2.

corrigé

La fonction f est continue en tout point différent de 2 (car c’est le quotient de deux fonctions continues

et le dénominateur en non nul).

le seul probléme est donc la continuité en 2. On remarque que z° — 8 = (z — 2)(2? + 2z + 4) et donc,
. 23— . . , .

pour x # 2, f(x) = *T—_QS = 22 4+ 22 + 4. Ceci permet de montrer que lim, o f(x) = 12 et donc que f est

continue en 2 si seulement si a = 12.

La fonction f est donc continue sur R si et seulement si v = 12.

Exercice 2.28 (Corrigé de l’exercice 2.6)
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Montrer que toute fonction polynéme de R dans R, de degré impair, s’annule en au moins un point.
corrigé
Soit p un polynome de degré impair et n € N* le degré de ce polyndéme. Il existe donc a # 0 et g polynéme
de degré au plus égal an — 1 t.q.

p(x) = az™ + q(x) pour tout x € R,

et donc @)
q(x
p(z) = 2" (a + —) pour tout = € R*.
Comme ¢ est de degré strictement inférieur a n, on a lim,_, 4. q<f,> = 0. Comme n est impair, on a donc :
r—+o0
) - ;

Sia>0, lim p(z)=—-ccet lim p(z)=+oc.
Tr—r—00

Tx—+00
Sia<0, lim p(z)=4occet lim p(z)=—oc.
T——00 r—>400
Dans les deux cas (a > 0 et a < 0) on a donc lim, 4 p(z)p(—z) = —co. On en déduit, en particulier,

qu’il existe @ > 0 t.q. p(a)p(—a) < 0. Ceci montre que 0 est entre p(a) et p(—a). Comme p est une
fonction continue sur [—a,a], le théoreme des valeurs intermédiaires (théoréme 2.2) permet d’affirmer
qu’il existe ¢ € [—a,a] t.q. p(c) = 0. Donc, le polynéme p s’annule en au moins un point.

Exercice 2.29 (Corrigé de ’exercice 2.7)

Soit f une fonction continue de Ry dans R;. On suppose que lim, o f(x) = 0. Montrer que f admet
un maximum (c’est-a-dire qu’il existe a € Ry t.q., pour tout € Ry, f(z) < f(a)).

corrigé
On pose € = f(0). Comme f(0) > 0 et lim,_,o f(x) =0, il existe A >0 t.q. :

x> A= |f(x))<e = flx)<e. (2.2)

On remarque maintenant que la fonction f est continue sur lintervalle [0, A]. Comme cet intervalle est
fermé borné, on en déduit (théoreme 2.3) que f est bornée sur [0, A] et atteint ses bornes. Il existe donc
a €0, A4] t.q. :

z € [0,4] = f(z) < f(a).

Comme 0 € [0, 4], on a, en particulier ¢ = f(0) < f(a). Avec (2.2), ceci donne f(z) < e < f(a) pour
tout x > A. On a donc, finalement :

reRy = f(x) < f(a).

Exercice 2.30 (Corrigé de I’exercice 2.8)

Soit a,b € R, a < b, et f [a,b] — R continue et injective. Montrer que f est monotone. [Utiliser le
théoreme des valeurs intermédiaires.|

corrigé
On a f(a) # f(b) (car f est injective et a # b). On suppose que f(a) < f(b) et on va montrer que
f est strictement croissante (si f(a) > f(b), un raisonnement analogue donnerait que f est strictement
décroissante).
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On montre tout d’abord que f prend ses valeurs dans lintervalle [f(a), f(b)]. Pour cela on raisonne
par I'absurde. Soit z €]a,b[. Si f(z) > f(b), on a alors f(b) € [f(a), f(z)]. Le théoréme des valeurs
intermédiaires (théoréeme 2.2) appliqué a l'intervalle [a, 2] donne alors 'existence de ¢ € [a, ] t.q. f(c) =
f(b). Ce qui impossible car f est injective. On a donc f(x) < f(b). Un raisonnement analogue permet
de montrer que f(z) > f(a).

On montre maintenant que f est strictement croissante. Soit a < x < y < b. On sait déja que f(a) <
f(x) < f(b) et fla) < f(y) < f(b). Pour montrer que f(z) < f(y), on raisonne encore par 'absurde. Si
f(x) > f(y),ona f(x) € [f(y), f(b)]. Le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué & U'intervalle [y, b]
donne alors l'existence de d € [y, b] t.q. f(d) = f(z). Comme x < y on a d # x et ceci est impossible car
f est injective. On a donc f(x) < f(y). On a bien montré que f est strictement croissante.

Exercice 2.31 (Corrigé de l’exercice 2.9)

Soit f l'application de R\ {—1,1} dans R définie par :

3 —222 —x 42
1— |z

flz) =

1. La fonction f est-elle continue en 0 ?

corrigé
Oui ! La fonction f est continue en 0 car c’est le quotient de deux fonctions continues en 0 et que
la fonction au dénominateur ne s’annule pas en 0.

2. Calculer lim,_,_1 f(z) et lim,_; f(x).

corrigé

On remarque que 2° — 222 —2+2= (v — 1)(z2? —2—2) = (x — 1) (2 + 1)(z — 2).

Pour z > 0, x # 1, on adonc f(x) = % = (z+1)(2—=z). On en déduit que lim,_,; f(z) = 2.

Pourz <0,z # —1,ona f(x) = % = (z—1)(z—2). On en déduit que lim,_, ;1 f(z) = 6.

3. Existe-t-il une fonction g définie et continue sur R et qui est égale & f sur R\ {—1,1} ?
corrigé

Oui, une telle fonction g existe. Pour > 0, on a g(z) = (z + 1)(2 — ) et pour z < 0, on a
gla) = (z = 1)(z - 2).

Exercice 2.32 (Corrigé de I’exercice 2.10)

Soit f et g deux fonctions de [0, 1] dans R, continues et t.q. f(0) = g(1) =0 et g(0) = f(1) = 1. Montrer
que :
VA e Ry, Jx €[0,1], f(x) = Ag(z).

corrigé
Soit A € Ry. On définit la fonction h de [0, 1] dans R en posant :

h(z) = f(x) — Ag(z) pour tout = € [0, 1].
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La fonction h est Continue sur [0,1] (car f et g sont continues sur [0,1]). Comme h(0) = f(0) — Ag(0) =
—A<0et h(l) = f(1) = Ag(1) = f(1 ) =1 > 0, le théoreme des valeurs intermédiaires (théoreme 2.2)
donne qu’il existe x € [0, 1] t.q. h(z) = 0, c’est-a-dire f(x) = A\g(z). (Bien stir, le point 2 trouvé dépend,
en général, de \.)

Exercice 2.33 (Corrigé de I’exercice 2.11)

Soit f une fonction continue de [0,1] dans R.

1. Montrer que pour tout ¢ € [0, 1], ensemble {s € [0,1] t.q. f(s) = f(OHf(t } est non vide.
corrigé

FO)+f(t)
[0,t] et ===

Soit t € [0,1]. La fonction f est continue sur est une valeur intermédiaire entre f(0)
et f(t). D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (théoréme 2.2), il existe donc s € [0,¢] (et

0)+/(t . ; 0)+/(t
donc s € [0,1]) t.q. f(s) = w Ceci prouve que l’ensemble {s € [0,1] t.q. f(s) = W}
est non vide.

Pout ¢ € [0,1], on pose ¢(t) =inf{s € [0,1] t.q. f(s) = w}

. — fO+f®)
2. Soit t € [0, 1], montrer que (t) € [0,1] et que f(p(t)) = “—5——.
corrigé
On pose A, = {s € [0,1] t.q. f(s) = f(OHf } L’ensemble A; est non vide (d’apres la lere
question) et minoré par 0. Il admet donc un borne inférieure, notée p(t), et 0 < (t). D’autre part,
comme A; C [0,1], on a aussi ¢(t) < 1.

, on rappelle qu’il existe une suite (a,)pen C A t.q. :

Pour montrer que f((P(t)) - M

lim a, =inf Ay = p(t).

n—-+o0o

Comme a,, € A, on a f(a,) = M
R — fO)+r®)
p(t) donne f(p(t)) = O

. En passant a limte sur cette égalité, la continuité de f en

3. Montrer que si f est strictement croissante, I’application ¢ ainsi définie de [0,1] dans [0,1] est
continue.

corrigé
La fonction f étant strictement croissante, elle est bijective de [0, 1] dans son image. Comme elle est

continue, son image est un intervalle (théoreme 2.4) et sa fonction réciproque, notée g, est également
continue (théoreme 2.5). On a donc :

p(t)=g (W) pour tout ¢ € [0, 1].

Ceci prouve que ¢ est continue car composée de fonctions continues.
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4. Donner un exemple de fonction f pour lequel la fonction ¢ n’est pas continue.
corrigé

On prend f(t) =0 pour ¢ € [0, %]

et
[0,1] dans R et on remarque que ¢(t

que ¢ n’est pas continue en %

f(t) =t— 1 pour t €]1,1]. La fonction f est bien continue de
) =0 pour t € [0, ] et que ¢(t) > § pour ¢ > 1. On en déduit

Exercice 2.34 (Corrigé de l’exercice 2.12)

Soit f : R — R une fonction continue (c¢’est-a-dire continue en tout point de R). On suppose que f(x) €
{0,1}, pour tout € R. Montrer que f est constante. [utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires.]

corrigé
On raisonne par ’absurde. On suppose que f n’est pas constante. Il existe donc a,b € R t.q. f(a) =0
et f(b) = 1. Comme f est continue sur I'intervalle fermé dont les bornes sont a et b et que (par exemple)
% est une valeur intermédiaire entre 0 et 1, le théoréme des valeurs intermédiaires (théoreme 2.2) donne

Pexistence de ¢ (entre a et b) t.q. f(c) = %, ce qui est impossible car f(¢) =0 ou 1.

Exercice 2.35 (Corrigé de ’exercice 2.13)

1. Montrer que, pour tout z,y € R, max{z,y} = $(z +y + |z — y|) et min{z,y} = L (z +y — |z — y]).
corrigé

Soit 2,y € R. Siz >y, onaalors 2(z+y+ |z —y|) = 3(z+y+2—y) =2 =max{z,y}. Ona
aussi 3(z+y—|z—y|) =iz +y—z+y) =y=min{z,y}.

Six < y, on est ramené au cas précédent en remarquant que max{z,y} = max{y, z} et min{z,y} =
min{y,z} et |z —y| = |y — z|.

2. Soit f et g deux applications de R dans R. On définit les applications fTg et fLlg de R dans R
par :
(fTg)(x) = max{f(x),g(x)}, (fLg)(x) = min{f(z),g(x)}, pour z € R.

Soit @ € R. On suppose que f et g sont continues en a. Montrer que fTg et fLg sont continues en
a.

corrigé
On note ¢ Papplication (de R dans R) s +— |s|. L’application ¢ est continue. La question 1 nous
donne fTg = é(f +g9+@o(f—g)) et flg= é(j +9g—¢o(f—g)). Comme les fonctions f et
g sont continues en a, la fonction ¢ o (f — g) est continue en a (par composition et différence de
fonctions continues). On en déduit que fTg et fLg sont continues en a.

Exercice 2.36 (Corrigé de ’exercice 2.14)

Soit f une application de R dans R. On suppose que f est convexe, c’est a dire que f(tx + (1 —t)y) <
tf(z) + (1 —1t)f(y) pour tout ¢ € [0,1] et pour tout =,y € R.

On pose a = f(1) = f(0), 8 = f(0) = f(=1) et v = max{|al, [3]}.
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1. Soit = €]0,1[. Montrer que Sz < f(x) — f(0) < az. [Utiliser le fait que = = t1 4+ (1 — ¢)0, avec

t=ux, et 0=te+(1—1t)(-1), avec t = 137 ]
corrigé

Comme = = t1 + (1 —t)0, avec t = = €]0, 1], la convexité de f donne :

fla) <tf(1) + (1 =) f(0) = f(0) +(f(1) — £(0))

et donc :
f(z) = f(0) < ax.

On prend maintenant ¢t = 1_%1, on a bien tz + (1 —t)(—1) =t(r +1) — 1 = 0. Comme m €]o, 1],
la convexité de f donne f(0) < tf(x)+ (1 —t)f(—1) et donc :

tf(0) + (1 =) f(0)) < tf(x)+ (1 —t)f(-1).
On en déduit :

t(f(0) = f(z)) <A =1)(f(=1) = £(0)) = =B(1 —1).

Comme (1 —t) = +#— = tx, on en déduit bien f(0) — f(x) < —pz c’est-a-dire :

14+x
pr < fz) = £(0).

. Soit x €] — 1,1[. Montrer que |f(x) — f(0)| < v|z|. En déduire que f est continue en 0.
corrigé

Soit = €]0, 1], la question 1 donne |f(z) — f(0)| < max{ox, —fz} < vy = v|z|.

On suppose maintenant que x ] —
remarque d’abord que x = t(—1) +
flx) <tf(=1)+ (1 =1)f(0) = £(0) -

1,0[. On raisonne de maniere analogue a la question 1. On
(1 —1)0, avec t = —x €]0,1[. la convexité de f donne donc
z(f(—1) — f(0)) et donc :

Avec t = 2=, ona 0 =tz + (1 — t)(1). Comme - €]0,1], la convexité de f donne f(0) <
tf(x) 4+ (1 —1t)f(1), on en déduit ¢(f(0) — f(x)) < (1 —t)(f(1) — f(0)) = (1 — ). Enfin, comme

1 —t= 1= = —xt, on obtient :
xr

f(0) = fz) < —aw.

On a finalement ax < f(z) — f(0) < Bz et on conclut, comme pour le cas z €]0, 1], | f(z) — f(0)] <
max{ Sz, —ar} < ylx|.
Comme le cas = 0 est trivial, on a bien démontré

() = £(0)] < Ala] pour tout = €] — 1,1 (2.3)

De (2.3), on déduit facilement que f est continue en 0. En effet, soit € > 0, On prend n =

min{3, =57} > 0, I'inégalité (2.3) donne alors :

|z =0 <n = [f(z) = f(0)] <e,

ce qui prouve bien la continuité de f en 0.
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3. Montrer que f est continue en tout point de R.
corrigé

Soit @ € R. On définit g de R dans R en posant, pour € R, g(z) = f(x + a). La fonction f est
continue en a si (et seulement si) la fonction ¢ est continue en 0. Pour montrer que g est continue
en 0 (et donc que f est continue en a), il suffit de remarquer que g est convexe et d’appliquer la
question précédente (& la fonction g au lieu de f). Il reste donc & montrer que g est convexe.

Soit z,y e Ret t € [0,1], ona g(ta+ (1 —t)y) = ftx+ (1 —t)y+a) = f(t(x+a)+ (1 —=t)(y+a)) <
tf(x4+a)+ (1 —1t)fly+a)=tg(x) + (1 —t)g(y). Ceci prouve donc que g est convexe.

On a ainsi montré que f est continue en a.

Exercice 2.37 (Théoréme des Valeurs Intermédiaires (TVI))

Soit f une fonction continue de [0,1] dans [0, 1].

1. Montrer qu'’il existe z2 € [0,1] tel que f(w2) = (22)2. [On pourra considérer la fonction g(x) =

f) —a?]

corrigé

La fonction ¢ est continue sur [0,1]. On a g(0) = f(0) > 0 (car f prend ses valeurs dans [0, 1]) et
g(1) = f(1) =1 < 0 (car f prend ses valeurs dans [0,1]). Le théoréme des valeurs intermédiaires
donne alors qu'il existe x5 t.q. g(z2) = 0, c’est-a-dire f(z2) = (z2).

2. Soit n € N*. Montrer qu’il existe z,, € [0,1] tel que f(z,) = (z,)".
corrigé

Pour z € [0, 1], on pose h,(z) = f(x) —a™. La fonction h,, est continue sur [0, 1] et on a, comme
a la question précédente, h,(0) = f(0) > 0 et h,(1) = f(1) =1 < 0. Le théoreme des valeurs

intermédiaires donne alors qu’il existe x,, t.q. hy,(x,) = 0, c’est-a-dire f(x,) = (z,)".

3. On suppose maintenant que f est strictement décroissante. Pour n € N* et x € [0,1], on pose
hn(x) = f(z) — 2™
Soit n € N*. Montrer que h,, est strictement décroissante sur [0, 1] et qu’il existe un unique z,, €
0,1] tel que f(z,) = (z,)".

Montrer que, pour tout n € N*| h,,1(z,) > 0. En déduire 11 > x,,.

Montrer que la suite (z,,)nen+ est convergente et que lim,, 1~ z, = 1. Quelle est la limite de (z,,)"
quand n — +oo 7

corrigé
La fonction x — —az™ est aussi strictement décroissante sur [0,1]. La fonction h, est donc
strictement décroissante comme somme de deux fonctions strictement décroissantes. L’existence
de x,, € [0,1] t.q. hyp(z,) = 0 est donnée par la question précédente. L’unicité de z,, vient de la
strict décroissance de h,, car si x, € [0,1] est t.q. h,(z,) = 0, on a, pour tout = € [0,1] \ {z,},
hi(z) > 08z <z, et hy(x) < 0sia > a,, et done hy,(x) # 0. Le point ,, est donc le seul élément
de [0, 1] pour lequel h,, s’annule.
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Comme f est strictement décroissante, on f(1) < f(0). Puis, comme f(0), f(1 ) € [ 1], on a
donc f(0) > 0 et f(1) < 1. On en déduit z, # 0 (car hn( ) = f(0) > 0) et @, # 1 (car
hn(1) = f(1) =1 < 0). Ce qui montre que 0 < z,, < 1. On a donc hy,y(x,) = f(T,,) — ( x,)" T =
B () + (20)™ — (2,)" T = (2,)"(1 — 2,,) > 0. Comme Ay i 1(zp11) =0 < hyy1(x,) et que Ay
est strictement décroissante, on a nécessairement x,, 1 > .

La suite (z,)nen+ est croissante majorée (par 1), elle est donc convergente. On note a la limite
de cette suite. Comme 0 < z,, < 1 pour tout n € N*, on a donc a € [0,1]. On remarque main-
tenant que lim, oo (2,)" = lim, o0 f(2n) = f(a) (car f est continue en a). Sia € [0,1], on a
limy, oo (2,)™ = 0 et donc f(a) = 0, ce qui est impossible car la décroissance strict de f donne
fla) > f(1) > 0. On a donc nécessairement ¢ = 1 (et donc lim, oz, = 1). Enfin, on a

hlnn,—>+oc<xu)n = hmn—H—Do f(T") - f(1>

Exercice 2.38 (Borne supérieure d’une fonction)
On définit la fonction f de ]0,00[ dans R par f(z) = —1 cos(z) pour x €]0,00[. On pose A = {f(x),
x €]0, 00}

1.

2.

3.

Calculer les limites de f en 0 et +o0.

corrigé

limg 0 f(l‘) = —o0, limy o f(T) =0.

Montrer que la fonction f n’est pas minorée (i.e. la partie A n’est pas minorée).
corrigé

La fonction f n’est pas minorée car lim, o f(z) = —o0.

(a) Montrer qu’il existe a, 5 € R, 0 < a < §, t.q., pour tout = €]0,00[, f(z) < sup B avec

B={f(y);y € [, p]}.

corrigé
On prend a = 7 et § = m. La fonction f est continue sur [a, 3] qui est un intervalle fermé
borné. La fonction f est donc bornée sur [«, ] et atteint ses bornes. il existe donc ¢ € [a, ]

t.q. f(c) =sup B (et donc, pour tout = € [, 8], f(c) > f(x)).

On a, en particulier, f(c) > f(B8) = f(r) = %

Pour z €]0, Z[,on a f(z) <0< 1 < f(c).

Pour z >, ona f(z) < |[f(z)| < 2 <1 < f(o)

On a donc bien, pour tout x €]0, 00|, f(z) < f(¢) =sup B (ce qui donne sup A = sup B).

(b) En déduire que la fonction f est majorée (i.e. la partie A est majorée) et que la borne supérieure
de f est atteinte.

corrigé
La démonstration précédente donne que f(c¢) = sup A. La fonction f est donc majorée (i.e. la
partie A est majorée) et la borne supérieure de f est atteinte.

Soit a €]0,00[ t.q. f(a) =sup A (c’est-a-dire f(a) > f(z) pour tout z €]0, c0]).
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4. Montrer que f(a) > 0 et que a < 2.

corrigé
On a, en particulier, f(a) > f(r) =1 > 0.

La démonstration de la question 3(a) donne que a € [§,7] (car f(x) < sup B si z ¢ [5,7] et

f(a) = supB). On a donc a < 7 < 27. Mais on peut aussi démontrer que a < 27 en utilisant

la périodicité de la fonction x — cos(z). En effet, on remarque que d’abord que f(27) < 0, donc
a # 2r. Puis, sia > 2r, on a f(a — 27) = —=<=@) 7“:13('1) car cos(a) > 0. On en déduit

a—2m

f(a—27) > f(a), en contradiction avec la définition de a. On a donc bien montré que a < 27.

5. Montrer que 3 < a < 2T et que f’(a) =0.

corrigé
On sait déja que a €]0,27[. Comme f(a) > 0 et que f(z) < 0 si z €]0, 2] U[2F, 2x], on en déduit
que a €]%, 37|,

Le fait que f’(a) = 0 a été vu en cours (il suffit de remarquer que f(a + h) — f(a) < 0 pour tout
h #0t.q. a+h > 0 et d’utiliser la définition de f'(a)).

6. Pour x € [3, 2], on pose g(z) = wsin(z) + cos(x). Montrer qu’il existe un unique b €]%, 3[ t.q.

)
g(b) = 0. Montrer que b €]7,n[. Montrer que a = b et en déduire que f atteint son maximum en
un unique point.

corrigé
Pour z €]%,3%[ on a ¢/(z) = wcos(z) < 0. La fonction g est donc continue et strictement
4 Taa : At . . T 37 . T 3 : :
décroissante (ceci a été vu en cours) sur [F, 5]. Comme g(F) > 0 et g(5) < 0, il existe un unique

belg, %’r[ t.q. g(b) = 0 (Uexistence de b découle du théoreme des valeurs intermédiaires et 'unicité
de b découle de la stricte décroissance de g).

Comme g(m) < 0, le théoreme des valeurs intermédiaires (appliqué avec l'intervalle [5

5, 7|) permet
de dire que cet unique b appartient a l'intervalle }g, .

Comme f'(z) = 95”5), pour tout z €0, 00[, et comme I'on sait que a €]%, 2% et f/(a) = 0, on a
nécessairement a = b. Ceci prouve que b est l'unique point de |0, 00[ pour lequel f atteint son

maximuin.

Exercice 2.39 (Valeur intermédiaire)

Soit a > 0, 5 > 0.

Soit f une fonction continue de [0, o] dans R, t.q. f(0) <0 et x—>%f2<a f(z) = +o0.
Soit g une fonction continue de R dans R, t.q. g(0) <0 et g(3) > 0.

Montrer qu’il existe z €]0, min(a, 8)[ t.q. f(z)(z — 8) — g(z) = 0. [On pourra distinguer les cas 8 < «,
B>aetf=al

corrigé
Pour = € [0, af, on pose p(z) = f(x)(x — B) — g(x). La fonction ¢ est donc continue sur [0, af.

Cas 8 < a. Dans ce cas, la fonction ¢ est continue sur [0, 5]. On remarque que ¢(0) > 0 et p(5) < 0.
Le théoreme des valeurs intermédiaires donne donc l'existence de = €]0, 8] t.q. ¢(z) = 0.
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Cas > . Dans ce cas, on a lim,_,q z<o ¢(z) = —00. Il existe donc, par exemple, n > 0 t.q. :
rzel0,a, z>a—n = () <O0.

On en déduit Pexistence de v €]0, o[ t.q. ¢(y) < 0. Comme (0) > 0, le théoreme des valeurs intermé-
diaires donne donc 'existence de = €]0,v[C]0, of t.q. ¢(x) = 0.

Cas f = . On modifie légerement le raisonnement précédent. Comme lim, 4 <o f(z) = +00. 1l existe
n>0t.q.:
zel0,a, z>a—n = f(x)>0.

Comme z — < 0siz<a=[,onadonc
z€0,af, z>a—n = p(x) <0.

On conclut alors comme dans le cas précédent.

Exercice 2.40

Soit f une application continue d’un intervalle I C R dans R. On suppose que f ne s’annule pas sur I.
Montrer que f garde un signe constant sur I.

corrigé
On raisonne par contraposée. Si f ne garde pas un signe constant sur l'intervalle I (qui n’est pas
nécessairement fermé ni borné), cela signifie qu’il existe a,b € I t.q. f(a) < 0 et f(b) > 0. Comme 0 est
une valeur intermédiaire entre f(a) et f(b), il existe donc x entre a et b t.q. f(z) = 0. Comme I est un
intervalle contenant a et b, il contient aussi . Donc, f s’annule sur 1.

On a bien ainsi montré que si f ne s’annule pas sur I'intervalle I, alors f est de signe constant sur I.

Exercice 2.41

Montrer que le polynéme z3° + 142'7 — 72° — 7 admet au moins une racine dans l'intervalle |0, 1[.

corrigé
On pose f(z) = 23° + 142'7 — 72° — 7. Le polynéme f est une fonction continue sur [0, 1]. On remarque
que f(0) = =7 et f(1) = 1. Comme 0 est une valeur intermédiaire entre f(0) et f(1), il existe donc

x €]0,1] t.q. f(z)=0.

Exercice 2.42

Montrer que |z — /y| < /|z —y|, pour tout z,y € Ry. En déduire que l'application z +— \/x est
uniformément continue sur R;. Montrer que I'application z — % n’est pas uniformément continue sur

10, 1].

corrigé
Soit x,y € RT, avec > y. Le plus rapide est de remarquer que (y/x — \/§)2 =r+y—2Jz/y <
z+y—2/4/y (car \/y < /z). On en déduit que (v — /y)* <z —y, cest-a-dire /o — /y < /T — y.
Le cas y > x est similaire. On a donc, pour tout z,y € RT, [\/x — /y| < \/|z —y|.

Soit € > 0. On prend o = £2. On obtient ainsi :

r,yeRT [z —y|<a= V- yl <V]r—yl <Va=e.
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Ceci prouve bien que l'application x +— y/x est uniformément continue sur R .

Pour montrer que = — % n’est pas uniformément continue sur |0, 1], on raisonne par l'absurde. On
suppose donc que f est uniformément continue sur ]0, 1]. 1l existe alors (en particulier) o > 0 t.q. :

11
z,y€]0,1], [z —y[<a = [---[<1L (2.4)
oy

On prend alors = min{i, a}t, x =28 et y=L. On a bien z,y €]0,1] et |z — y| = f < a. Pourtant, on
B

a |% — i| =557 = 2]—3 > 2 > 1, en contradiction avec (2.4). Ce qui prouve que f n’est pas uniformément
0, 1].

continue sur |0,

Exercice 2.43

Soit f lapplication de [—1,00[ dans R définie par f(x) pour tout z > —1. Montrer que f

= v
est bijective de [—1, co[ dans ]0, 1] et donner ue formule explicite pour sa fonction réciproque.
corrigé
La fonction h : x + (2% + 2z + 2) est continue et strictement croissante sur [—1,00[ (car sa dérivée
est strictement positive sur | — 1,00[). Comme h(—1) = 1, elle est aussi strictement positive. On en
déduit que la fonction f (définie par f = 1/v/h) est bien définie, continue et strictement décroissante sur
[—1,00[. Le théoreme 2.5 (appliqué a la fonction —f pour se ramener au cas d’une fonction strictement
croissante) donne alors qu’elle est bijective de [—1, co[ sur son image et que cette image est I'intervalle
10,1] car f(—1) = 1 et lim,_ f(z) = 0. La fonction réciproque de f, notée g, est donc une fonction
continue strictement décroissante de ]0, 1] dans [—1, co.

Soit y €]0,1]. On calcule maintenant explictement g(y). On pose & = g(y) de sorte que x € [—1,00][ et
y = f(x). On adonc a2 +2z+2 = % Ceci donne (z+1)? = u% —1. Comme z € [-1,00[,onaxz+1>0
1

et doncz+1= el 1, c’est-a-dire :

1—192
y

r=—-1+4+

Exercice 2.44

1. Soit f la fonction de | — oo, 0[U]0, +00[ dans R définie par

1
T sl x>0,
fla)=qr+3

rsi x<O.

(a) Montrer que f est prolongeable par continuité sur R. On note fson prolongement.

La fonction f est continue sur | — 0o, 0[U]0, +o00[. De plus, on a lim f(z) = lim f(0) et donc f est
z—0" z—0"

prolongeable par continuité en posant f(0) = 0.

(b) Soit F_ = {f(x),z < 0}, Fy = {f(x),x > 0} et F = {f(z),z € R}. Trouver, s’ils existent,
I’ensemble des majorants, ’ensemble des minorants, la borne supérieure, la borne inférieure,
les plus grand et plus petit élements de F_ | F, et F.
La fonction f tend vers —oo en —oo, donc
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e F_ et F' n’admettent ni minorant, ni borne inférieure, ni bien sur, plus petit élément.
La fonction f est croissante sur | — oo, 0], et donc

e sup F_ = f(0) = 0, qui est aussi le plus grand élément. et n’a pas de plus petit élément,

e L’ensemble des majorants de F_ est donc [0, +o0].

La fonction f est continue, dérivable et strictement positive sur |0, 4oc[; elle est croissante sur |0, 1]
et décroissante sur |1, +oo[, atteint son max pour x = 1, et on a f(1) = % On en déduit que

e F; admet 0 comme borne inférieure, | — 00, 0] comme ensemble de minorants, et n’a pas de plus
petit élément,

e [ admet % comme borne supérieure et plus grand élément, [%, ~+oo[ comme ensemble de majo-
rants.

Comme F' = F_ U Fy,

e l’ensemble F' n’admet ni minorant, ni borne inférieure, ni bien siir, plus petit élément, et il admet

1

5 comme borne supérieure et plus grand élément, [%, +oo[ comme ensemble de majorants.

(¢) Pour z € R, on pose g(x) = sup{f(t),t €] — 0o, z]}. Montrer qu’on définit ainsi une fonction
de R dans R. Donner I'expression de g et en déduire que g est continue.

Par la question précédente, on sait que f est croissante sur | — oo, 1], et décroissante sur [1, +oo[ ; son
maximum est atteint en x = 1 et vaut % On a donc
T siz <0,
1
gz) =<z +— size€l0,1],
x
% six > 1,
et il est donc facile de voir que g est continue.
2. Soient A et B des parties non vides de R telles que A C B. Montrer que si B est majorée, alors A
est majorée et sup A < sup B.
Notons M un majorant de B. Soit z € A, comme A C B on a aussi x € B, donc x < M, ce qui montre que

M est aussi un majorant de A.

3. Soit ¢ une fonction de R dans R continue au point x € R. Montrer que pour tout € > 0, il existe
d >0 tel quesiy,z € [z —d,z+ 0], alors |p(y) — ¢(z)] < e. En déduire que si y, z € [x — §,z + ],
alors p(z) < p(y) +¢ .

On obtient le premier résultat par I'inégalité triangulaire :
[p(2) — W) < le(2) — e(@)] + le(z) — (Y)].
On obtient facilement 1’ inégalité suivante.

4. Soit f une fonction de R dans R majorée.

(a) Montrer que pour tout € R, I'ensemble F, = {f(t),t €] — 00, x]} est une partie non vide
majorée de R, et qu’on peut donc définir g(x) = sup F.
Comme f est majorée, il existe M € R tel que f(t) < M pour tout ¢ € R. Soit z € R :; par définition,
f(z) € F, donc F, # 0. De plus, si y € Fy, il existe t €] — 0o, z] tel que y = f(t) et donc y < M, ce
qui montre que F, est majorée. L’ensemble F, admet donc une borne supérieure, qu’on note g(x).
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(b) Soit # € R, donner P'expression de g(z) si f est définie par f(x) = —x?, puis par f(z) = sinz.

2

La fonction & — —z? est croissante pour z < 0, donc g(z) = —x° si 2 < 0. Pour z > 0 la fonction est

décroissante, et donc g(z) =0si x > 0.

La fonction sin est périodique de période 27 et oscille entre -1 et 1, et donc g(x) = 1 pour tout = € R.

(¢) Montrer que la fonction g est croissante.
Sixz >y alors F, C F, et par la question 2, g(z) < g(y).

(d) Soient z et y € R tels que x < y, montrer que g(y) = sup (g(x),sup{f(t),z <t < y}).
Par définition, g(y) = sup{f(¢),t < y}, et donc

g(y) = sup (sup{f(¢t),t < a},sup{f(t),z <t <y})
= sup (g(z),sup{f(t),z <t < y}).

(e) On suppose que f est continue.

i. Soient x et y € R tels que x < g, et soit € > 0. On suppose que f(z) < f(x)+ € pour tout
€ [z,y]. Montrer que g(z) < g(y) < g(z) +¢.
D’apres la question précédente, g(y) = sup (g(x),sup{f(t),z <t < y}), et donc g(y) < sup{f(z),z <
z <y} < f(x) 4 € par hypothese. On a déja vu que g est croissante, donc on a bien

g(x) < gly) < g(x) +e.

ii. Montrer que g est continue a droite, puis a gauche, et donc continue en tout point de R.
Continuité & droite. Soit z € R et € > 0, on veut montrer qu'il existe 0 > 0 tel que si |[x —y| < ¢
et z <y alors |[g(z) — g(y)| < e. Comme f est continue, il existe § > 0 tel que si |z — z| < ¢ alors
|f(x) — f(2)] <e. Soit y > x tel que |z —y| < 6. On a donc f(z) < f(z) + & pour tout z € [z,y].
D’apres la question 4(e)i, on a alors

0<yg(y) —g(z) <,

ce qui montre que [g(z) — g(y)| < e.

Continuité a gauche. Comme f est continue, d’aprés la question 3, il existe § > 0 tel que si
|t —y| <det|z—z <9, alors |f(2) — f(y)] < e. Soit maintenant y < x tel que |z — y| < 4. On
a donc f(z) < f(y) + € pour tout z € [y, z], et donc par la question 4(e)i, on a

0<g(x)—g(y) <e

et donc [g(z) — g(y)| < e.

On a donc montré la continuité & droite et a gauche de g. La fonction g est donc bien continue.
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Chapitre 3
Dérivée

3.1 Définitions

Définition 3.1 Soit —oc0 < a < b < oo, f une application de |a,b| dans R et x €la,b[. Pour h €
la —x,b—x[, h # 0, on pose o(h) = w On dit que f est dérivable en x si @ a une limite
finie en O (cette limite est alors unique, d’apreés la proposition 1.1, chapitre 1). On note alors f'(x) cette
limite (on a donc f'(x) = limp_0 @(h)).

Remarque 3.1 On reprend les hypotheses de la définition précédente. Soit —oco < a < b < oco. f une
application de |a,b[ dans R et x €]a,b]. Pour h €]a — z,b — [, h # 0 on pose p(h) = w On
suppose que ¢ a une limite finie en 0. Cette limite est notée f’(x). En posant ¢(0) = f'(x), la fonction
o est alors continue en 0.

Nous donnons maintenant une autre maniere de définir la dérivée. L’intérét de cette seconde définition
est qu’elle sera généralisable pour des applications de R™ dans RP sin > 1.

Définition 3.2 Soit —oco < a < b < oo, f une application de ]a,b] dans R et x €]a,b]. On dit f est
différentiable en x si il existe A € R t.q.

f@+h) = f(x)+ Ah + hg(h), pour h t.q. x4+ h €]a,b],

avec limy,_,0 g(h) = 0 (et donc g continue en 0 si on pose g(0) = 0). La différentielle de f en x est alors
Uapplication linéaire de R dans R : h— Ah. (La proposition 3.1 montre que A est unique.)

Voici le lien entre ses deux définitions.

Proposition 3.1 Soit —co < a < b < 00, [ une application de ]a,b[ dans R et x €|a,b]. On a alors :
1. L’application f est dérivable en x si et seulement si elle est différentiable en x.
2. Si f est dérivable, la différentielle de f est Uapplication linéaire de R dans R : h+— f'(x)h.

DEMONSTRATION :
Pour h €]a — z,b — z[, h # 0, on pose (h) =

Si f est dérivable en z, on a limp_,g @(h) = f
On en déduit donc que f(z + h) = f(z) + hf

f(z+h)—f(z)
i .

(2), c’est-a-dire o(h) = f'(z) + g(h) avec limp 0 g(h) = 0.
"(x) + hg(h) avec limy,_ g(h) = 0. Ceci montre que f est
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différentiable en = et que la différentielle de f en z est I’application linéaire de R dans R qui & h associe
f'(@)h.

Réciproquement, on suppose maintenant que f est différentiable en z. Il existe donc A € R t.q. f(z+h) =
f(x) + Ah + hg(h) (pour h t.q. z + h €]a,b[) et limp_,0 g(h) = 0. On en déduit que p(h) = A+ g(h) et
done, comme limy_,0 g(h) = 0, que f est dérivable en = et f'(x) = A.

On a donc bien montré les deux assertions de la proposition 3.1. [

Définition 3.3 (Tangente a la courbe) Soit —co < a < b < oo, f une application de |a,b| dans R et
¢ €la,b]. On suppose que f est dérivable au point c. La tangente a la courbe de f au point (c, f(c)) est
la droite d’équation x — f(c) + f'(c)(z — ¢).

Remarque 3.2 Soit f une application continue de R dans R et x € R. On suppose que f est dérivable
en x. En général (c’est & dire en dehors de certains points particuliers que nous appellerons “points
d’inflexion”), la droite de pente f’(x) et passant par le point (z, f(x)) est la seule, parmi toutes les droites
passant par le point (x, f(z)), & ne pas traverser le courbe de f au point (x, f(z)).

Remarque 3.3 Soit —oo < a < b < oo, f une application de ]a, b[ dans R et = €]a, b]. Le fait que f soit
dérivable en z implique que f est continue en z. La réciproque est fausse comme le montre ’exemple
f(z) = |z| pour z € R (f est continue en 0 mais non dérivable en 0).

3.2 Opérations sur les dérivées

Proposition 3.2 Soit —co < a < b < oco. f et g deux applications de I =]a,b] dans R et x €]a,b[. On
suppose que f et g sont dérivables en x. Alors :

1. L’application f + g est dérivable en x et (f + g)'(x) = f'(x) + ¢'(z).
2. L’application fg est dérivable en x et (fg)'(x) = f(x)g'(x) + f'(z)g(x).

3. On suppose g(y) # 0 pour tout y € I. L’application f/g est alors définie sur I, f/g est dérivable

en x et :
(f)/ @ = L@ f@d@) L@@ — @)
g

g(z) 9%(z) 9% ()

DEMONSTRATION :
Pour simplifier les écritures (cela ne change pas les raisonnements), on se limite au cas I = R.

1. Pour h # 0, on remarque que

(flet+h)+g@th) = (f@)+g(@) _ flet+h) = flz) glath) —gl)

h h h

Comme les deux termes de droite ont une limite quand h — 0, on en déduit que le terme de gauche
a aussi une limite quand h — 0. Cette limite est f'(x) + ¢’(x). Ceci prouve bien que f + g est
dérivable en z et que (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(x).
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2. la démonstration est un peu plus longue pour ce deuxieme item. Pour h £ 0, on a :

fow+h) = folx) _ (fle+h) = f(@))glz+h)  f(2)g(z+h)—gx))

h h h

Comme f est dérivable en z et que g est continue en x (car g est dérivable en ), le premier terme du
membre de droite tend vers f'(z)g(x) quand h tend vers 0. Comme g est dérivable en z, le second
terme du membre de droite tend vers f(z)g'(z) quand h tend vers 0. On obtient bien, finalement,

que fg est dérivable en z et que (fg)'(z) = f'(x)g(z) + f(x)g'(z).

3. Pour ce troisiéme item, on commence par montrer que la fonction 1/g (qui est bien définie sur I
car g ne s’annule pas) est dérivable et par calculer sa dérivée. Pour h # 0, on a :

1( 1 )_g(w)—g(wrh)__g($+h)—g(w) 1

h\gx+h) gz hg(x + h)g(x) h g(z+h)g(x)

Comme g est continue et dérivable en z, on en déduit que limy_g %(m - ﬁ) = —g;((i)) et
—9' (@)

donc que % est dérivable en x et que sa dérivée est 920y

Pour conclure on utilise maintenant le deuxieéme item en remarquant que g =f (%) On obtient
que % est dérivable en x et que

9(x) 9*(x)

(f)' L) @)

g

Proposition 3.3 (Dérivée d’une fonction composée) Soit I et J deux intervalles ouverts de R, g
une application de I dans R et f application de J dans R. On suppose que Im(g) C J. Soit x € I. On
suppose que g est dérivable en x et f dérivable en g(x). Alors, f o g est dérivable en x et (f o g)'(z) =

f'(g(x)g' ().
DEMONSTRATION : Ici aussi, on suppose, pour simplifier les écritures, que I = J = R. On va raisonner
ici en utilisant plutdt la notion de différentiabilité (équivalente, par la proposition 3.1, & la notion de
dérivabilité).
Comme g est différentiable en x, on a pour tout h € R,

9(z +h) = g(z) + g'()h + hr(h),

avec limy,_,o r(h) = 0 (et donc r continue en 0 en posant (0) = 0, comme cela est dit dans la définition 3.2).
Pour tout h € R, on a donc :

foglz+h)=flg(x+h)) = flg(x)+ g (x)h + hr(h)). (3.1)
On utilise maintenant le fait que f est différentiable en g(x), on a donc pour tout k € R,

flg(@) + k) = f(g(@)) + f'(g(x))k + ks(k), (3-2)

avec limy 0 s(k) = 0 (et donc s continue en 0 en posant s(0) = 0). Dans (3.2), on prend k = ¢'(z)h+hr(h),
on obtient, avec (3.1), pour tout h € R :

foglx+h)=fog(@) + f(g(x)g'(@)h+ f(g(z))hr(h) + (¢'(x)h + hr(h))s(g'(x)h + hr(h)),
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que 'on peut aussi écrire
fogla+h)=fog(@)+ f(9(x))g'(x)h+ hR(h),

avec R(h) = f'(g(x))r(h) + ¢ (x)s(g'(x)h + hr(h)) + r(h)s(g’(x)h + hr(h)). Par composition de fonc-
tions continues (les fonctions s et r sont continues en 0), on a limp_,os(¢’(x)h + hr(h)) = 0 et donc
limy, 0 R(h) = 0. Ce qui prouve que f o g est différentiable, et donc dérivable, en = et que sa dérivée est

f(g(x))g' (z). .

Proposition 3.4 (Fonction réciproque) Soit —oco < a < b < oo et f une application de |a,b] dans R.
On suppose que f est strictement croissante et continue. On rappelle (théoréme 2.5) que f est alors une
bijection de la,b[ dans |a, B[ (avec o = inf(Im(f)) et B = sup(Im(f))). On note g la fonction réciproque
de f. Soit © €la,b]. on suppose que f dérivable en x et f'(x) # 0. Alors g est dérivable en f(x) et

J(F(@) = 7.

DEMONSTRATION : Le théoréme 2.5 donne que g est continue (sur tout 'intervalle o, 8) et donc continue
en f(x) (c’est-a-dire au point f(z)). On montre maintenant que g est dérivable en f(z). On pose y = f(z),
de sorte que z = g(y). Soit h # 0 t.q. y+ h €]a, B[ (noter que y €la, B]). On a, comme f o g(z) = z pour
tout z €la, O] :
gly+h) —gly) _gly+h) —gly) _  g9ly+h) —gy)
h (y+h)—y  fogly+h)—fogly)

Mais g(y) =z et gy + h) = g(y) + k(h) = = + k(h) avec limy, o k(h) = 0 car g est continue en y (noter
d’ailleurs que k(h) # 0 car h # 0 et g injective). On a donc :

gy+h)—gly) _ xz+k(h)—xz k(h)
h fla+ k) - f(z)  flo+ k) - fz)
Par composition de limite (proposition 1.10) ou composition de fonctions continues (en posant k(0) = 0),
on en déduit :
i YW M) —9(y) k _ !
h—0 h k=0 f(z+ k) — f(x)  f'(z)’
ce qui montre bien que g est dérivable en y et ¢'(y) = f,%z). m

Remarque 3.4 Dans la proposition 3.4, si on admet que g est dérivable en f(x), la formule donnant ¢’
au point f(x) est facile & retrouver en écrivant que g o f(y) = y, pour tout y, et en dérivant la fonction
composée go f (proposition 3.3) en z. En effet, en supposant que g est dérivable en f(z), la proposition 3.3
donne que go f est dérivable en x et (go f)'(z) = ¢'(f(x))f(x). Comme go f(y) =y pour tout y, on a

aussi (g o f)'(x) =1 et donc, puisque 'on a supposé que f'(x) # 0, ¢'(f(z)) = f,%w).

Exemple 3.1

1. On note In Papplication de ]0, +oo[ dans R dont la dérivée est 'application x — 1/x et qui s’annule
en 1 (nous verrons au chapitre 5 que cette application existe, c’est la primitive s’annulant en 1 de
Papplication z — 1/x définie sur |0, 4o0[). L’application In est strictement croissante et continue
(car dérivable) et son image est égale R. La fonction réciproque de la fonction In existe donc et
est strictement croissante continue de R dans ]0, +oo[ (théoreme 2.5). Cette fonction réciproque
s’appelle la fonction exponentielle, ¢’est 'application x — e®. En appliquant la proposition 3.4, avec
f =1Inet g la fonction réciproque, on obient pour tout x €]0, oo, ¢’ (In(x)) = x (car f'(z) = 1/x # 0)
et donc, pour tout y € R, ¢'(y) = g(y) (car z = g(In(z))). On a ainsi montré que la dérivée de la
fonction exponentielle est la fonction exponentielle elle-méme.
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2. On définit ici 'application f de ]0,00[ dans |0, 00 par f(z) = z* si 2 €]0,00[. On montre tout

d’abord que f est dérivable en tout point de ]0, +oo[ et f/(x) = 423 pour tout = €]0, +o00[. On en
déduit que, pour tout x > 0, ¢'(x) = 4% ot g est la fonction réciproque de f.
x4

3.3 Théoreme des Accroissements Finis
Nous commengons par un cas particulier du théoreme des Accroissements Finis.

Théoréme 3.1 (Théoréme de Rolle) Soit —0o < a < b < 0o et f une application de [a,b] dans R.
on suppose que f continue sur [a,b] et dérivable sur]a,b[ (c’est-a-dire dérivable en tout point de |a,b[).
on suppose aussi que f(a) = f(b). Alors, il existe ¢ €]a,b| t.q. f'(c) = 0.

DEMONSTRATION : Nous démontrons ce théoréme en distinguant 3 cas possibles.

Premier cas. On suppose que f(z) = f(a) pour tout = € [a,b]. On prend alors pour ¢ un point
quelconque de Ja, b[ (par exemple ¢ = %(a + b)) et on a bien f'(c) = 0.

Deuxiéme cas. On suppose qu'il existe x € [a,b] t.q. f(x) > f(a). Comme f est continue sur
[a,b], d’apres le théoréme 2.3, il existe ¢ € [a,b] t.q. f(c) = M = max{f(z), © € [a,b]}. Comme
M > f(a) = f(b), on a donc ¢ €]a,b[. Pour h #0 t.q. a < c+ h <b, on pose

c+h)— flc
oty = He = 10)
Pour h > 0, on a f(c+h) <M = f(c) et donc ¢(h) <0. On en déduit que f'(c) = limp—0,1n>0 p(h) <
Pour h <0, on a f(c+h) <M = f(c) et donc ¢(h) > 0. On en déduit que f'(c) = limp_,0,n<0 p(h) >

Finalement, on a donc nécessairement f’(c) = 0.

0.
0.

Troisiéme cas. On suppose qu'il existe € [a,b] t.q. f(z) < f(a). On raisonne alors de maniere
semblable au cas précédent. On remarque qu'il existe ¢ €]a,b[ t.q. f(c) = m = min{f(x), © € [a,b]}.
Puis, on montre que f'(c) = 0. ]

Nous donnons maintenant le théoréme des Accroissements Finis.

Théoréeme 3.2 (Théoréme des Accroissements Finis) Soit —co < a < b < oo et f une application
de [a,b] dans R. on suppose que [ continue sur [a,b] et dérivable sur]a,b[. Alors, il existe ¢ €]a,b| t.q.

f(b) = fla) = (b—a)f'(c).

DEMONSTRATION : On va utiliser le théoréme 3.1 pour une fonction bien choisie. Pour x € [a, b], on pose

f(b) = f(a)
o(@) = fa) - LO =T
La fonction g est continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[. De plus, on a ¢g(b) = g(a) = f(a). Le
théoréme 3.1 montre donc qu’il existe ¢ €]a,b[ t.q. ¢'(c) = 0. Comme ¢'(z) = f'(x) — W, pour
tout z €]a, b], on a donc f'(c) = W, c’est-a-dire f(b) — f(a) = f'(c)(b—a). n

Voici maintenant quelques conséquences du théoreme des Accroissements Finis.

Remarque 3.5 Soit —0o < a < b < oo et f une application de [a,b] dans R. on suppose f continue sur
[a, b] et dérivable sur ]a,b[. On a alors :
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4.
d.

. f(b) — f(a) =v(b—a) avecm <y < M, m = inf{f'(z), x €|a,b[} € RU{—o0} et M = sup{f’(z),

x €la, b} € RU{o0}. (Cest équivalent a la conclusion du théoreme des Accroissements Finis sauf
que le théoreme des Accroissements Finis donne des inégalités strictes sur « lorsque les bornes m
et M ne sont pas atteintes. Cette équivalence est due au fait que f’ vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires.)

On suppose de plus qu'il existe M € R t.q. |f/'(z)| < M pour tout z €]a,b[. Alors |f(b) — f(a)] <
M]|b — al. (Cest cette forme du théoréme des Accroissements Finis qui pourra étre généralisée au
cas d’une application de R™ dans RP, voir le théoreme 6.1. La forme donnée dans le théoreme 3.2
n’étant plus vraie si p > 1.)

On suppose de plus que f/(z) > 0 pour tout = €]a,b[. Alors f est croissante.
On suppose de plus que f/(z) > 0 pour tout = €]a,b[. Alors f est strictement croissante.

On suppose de plus que f/(z) = 0 pour tout = €]a,b[. Alors f est constante.

On suppose maintenant que f et g sont continues sur [a,b] et dérivables sur |a, b[ et que f'(z) = ¢'(x)
pour tout x €]a,b[. Alors f — g est constante.

3.4 Fonctions de classe C"

Définition 3.4 Soit —co < a < b < oo et f une application de |a,b[ dans R.

1.

2.

f est dérivable sur]a,b[ si f est dérivable en tout point de |a,b].

[ est de classe C° (on écrit f € C°(Ja,b]) ou f € C(la,b])) si f est continue sur ]a,b|.

3. n>1. f est de classe C™ sur]a,b] (on écrit f € C™(Ja,b])) si f est dérivable sura,b] et f' est de

4.

classe C" 1L,

f est de classe C* sur]a,b[ si, pour tout n >0, f est de classe C™ sur]a,b|.

Notation : fO = f et, pour n > 1, f(®) = (f(r=Dy,

Exemple 3.2 Exemples de fonctions de classe C°.

1.

2.

a = —00,b=o00. f(x) =e® pour z € R. f est de classe C™ et f(™) = f pour tout n > 0.

a=0,b=o00. Soit @ € R. g(z) = 2 = e*™®) pour z €]a,b]. g est de classe C°, ¢'(z) = az®1,
pour tout x €|a,b|, et, par récurrence sur n, g (x) = a(a —1)...(a —n + 1)z®~™ pour tout
x €la, b[ et pour tout n > 2.

a=0,b=oc0. h(r) =In(z) pour x €]a,b[. h est de classe C*> et h'(z) = x~! pour tout = €|a, b]
(pour calculer les dérivées suivantes de h, on utilise alors le deuxiéme item). (On rappelle que la
fonction In est définie, sur R%, comme étant la primitive de  +— 1/ s’annulant en 1. L’existence
de cette primitive est montrée au chapitre 5.)
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3.5 Exercices

Exercice 3.1 (Opérations sur les dérivées)

Soit —o0 < a < b < 00, x €la,b] et f, g deux applications de |a, b] dans R. On suppose que f et g sont
dérivables en z.

1. Montrer que (f 4 g) est dérivable en z et (f + g)'(x) = f'(x) + ¢'(z).
2. Montrer que fg est dérivable en = et (fg) (z) = f'(z)g(z) + f(x)g'(z).
3. On suppose que g(y) # 0 pour tout y €la,b]. Montrer que f/g est dérivable en x et que :

g(@)f'(x) = f(z)g'(z)
92(x) '

(f/9) (z) =

Exercice 3.2 (Dérivée en un point)

Soit f une application continue de R dans R. On suppose que f est dérivable pour tout x # 0 et que f’
(définie sur R*) admet une limite en 0, notée I. Montrer que f est dérivable en 0 et que f/(0) = 1. [On
pourra utiliser le théoréme des accroissements finis.]

Exercice 3.3 (Dérivabilité de = — |z|*)

Etudier, selon les valeurs du parametre a > 0, la continuité et la dérivabilité de ’application f de R dans
R définie par f(x) = |z|* pour tout x € R* et f(0) = 0.

Exercice 3.4 (Sur la dérivabilité d’un produit)

Soient f et g deux fonctions de R dans R et a € R. On suppose que f est dérivable en a, que f(a) =0
et que ¢ a une limite dans R quand x tend vers a. La fonction fg est elle dérivable en a 7

Exercice 3.5 (Dérivée non continue)

On définit f de R dans R par :

Montrer que f est dérivable en tout point de R et calculer f'(x) pour tout = € R. La dérivée de f est-elle
continue 7

Exercice 3.6 (Dérivée et propriété des valeurs intermédiaires)

Soit —oo < a < b < oo et f une application de ]a,b[ dans R. On suppose que f est dérivable pour
tout x €]a, b[. On va montrer, dans cet exercice, que f’ (définie sur |a, b[) vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires.

Soit ¢,d €la, b, ¢ < d, et v appartenant & 'intervalle ouvert dont les bornes sont f’(c) et f’(d).
1. Montrer que pour n > 0 suffisamment petit, v appartient a l'intervalle ouvert dont les bornes sont

Hetn)=f(e) o Sld=m—J(d)
n -n
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2. On choisit n €]0,d — ¢[ t.q. v appartienne & l'intervalle ouvert dont les bornes sont W et

HE=0=JD On définit g de [c,d —n] dans R par :

flx+mn) — f(z)

g(w) = "

, pour z € [¢,d —n].
Montrer que g est continue sur Uintervalle [¢,d — 1] et en déduire qu’il existe y € [¢,d — 7] t.q.
9(y) =

3. Montrer qu'il existe z € [¢,d] t.q. f'(z) =7~.

Exercice 3.7 (Propriété des valeurs intermédiaires n’implique pas continuité)

En utilisant les deux exercices précédents, donner un exemple d’application de R dans R vérifiant la
propriété des valeurs intermédiaires et non continue.

Exercice 3.8 (Accroissements finis “généralisés”)

Soit a,b € R, a < b. Soit f et g deux applications continues de [a, b] dans R. On suppose que f et g sont
dérivables pour tout x €]a, b et que ¢'(z) # 0 pour tout z €]a, b|.

1. Montrer que g(x) — g(a) # 0 pour tout x €]a, b].

2. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ t.q. :

[On pourra considérer la fonction u définie sur [a,b] par u(z) = f(z) — %g(z).]

Exercice 3.9

Soit a,b € R, a < b. Soit f une application continue de [a,b] dans R. On suppose que f est deux fois
dérivable pour tout z €]a, b[ (c’est-a-dire que f est dérivable pour tout x €]a,b[ et que f’, qui est donc
définie sur ]a, b[, est aussi dérivable pour tout x €]a,b[). Soit z¢ €]a, b].

1. Montrer qu’il existe A € R t.q. :

Flao) = fla) + LT g gy (o=@l 20)
2. On définit ¢ sur [a,b] par :
o) = f(@) — f(a) - TO I Dy 2D 2D)
Montrer qu'il existe ¢ €]a, zg[ et d €]z, [ t.q. ¢’'(c) = ¢'(d) = 0.
3. Montrer qu'il existe 6 €]a,b[ t.q. :
Flao) = fla) + LT g gy 4 0= 02D prg)

Exercice 3.10
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Pour z € R, on pose f(z) =z + e”. Montrer que f est strictement croissante, continue et bijective de R

dans R. On note g 'application réciproque de f. Montrer que g est deux fois dérivable sur R. Calculer
/ 1

g'(1) et g"(1).

Exercice 3.11 (Limite & D’infini)

Soit f une fonction dérivable de ]0,00[ dans R. On suppose que lim,_, f'(z) = 0. Montrer que

I _ g

limg o0 z
Exercice 3.12 (Dérivabilité en un point)
Soit f une application continue de R dans R et a € R.

1. On suppose que f est dérivable en tout point x différent de a et que f’ (définie sur R\ {a}) admet

une limite en a, notée a;. Montrer que f est dérivable en a et que f'(a) = a;. [Cette question a été
faite dans un exercice précédent avec a = 0.]

2. On suppose que f est de classe C>® sur R\ {a} et que, pour tout n € N*, (") (définie sur R\ {a})
admet une limite en a, notée a,. Montrer que f est de classe C*° sur R. [On pourra raisonner par
récurrence sur n.]

Exercice 3.13 (Fonctions héldériennes)

Soit f une fonction de R dans R, 8 € R, 8 > 0 et K € R,k > 0. On suppose que, pour tout z,y € R,
|f(y) = f(2)| < kly —=|°.

1. Montrer que f est continue en tout point de R.

2. On suppose, dans cette question, que 8 > 1. Soit € R, montrer que f'(x) = 0. En dijoceduire que
f est constante.

3. (Exemple) Pour z € R, on pose g(z) = |z|2. Montrer que, pour tout z,y € R, on a |g(y) — g(z)| <
ly — z|2. [On pourra montrer qu’on peut supposer |y| > |z, et distinguer les cas ot x et y sont de
méme signe et ol x et y sont de signe contraire.]

Exercice 3.14 (Exercice de rédaction...)

Soit ¢ une application de ]0, co| dans R, dérivable (en tout point de ]0, 00[) et t.q. lim, o @(z) = 0.
1. On suppose que ¢'(x) < 0 pour tout = > 0. Montrer que ¢(z) > 0 pour tout z > 0.
2. On suppose que ¢'(z) < 0 pour tout x > 0. Montrer que ¢(x) > 0 pour tout x > 0.

Exercice 3.15 (Etude d’une fonction)

Soit @ > 0. On définit f de R dans R de la maniére suivante :

fl@) =1+ )", stz £0,
f(0) =1.

(On rappelle que b® = e®™™? pour b > 0 et 2 € R.)

1. (Continuité de f)
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(a) Montrer que e* > 1+ § pour tout z € R,..
En déduire que In(1 + y) < /2y, pour tout y € R.
(b) En utilisant la question précédente, montrer que 1 < f(x) < e‘/ﬁ, pour tout x €]0, ool.
(¢) Montrer que limg_,0 550 f(z) = 1.
(d) Montrer que f est continue en 0. [On pourra remarquer que f(z)f(—x) = 1, pour tout z € R.]

2. (Dérivabilité de f sur R*) Montrer que f est de classe C* sur R* et que f’(z) > 0 pour tout x # 0.
[Pour z > 0, on pourra mettre f’(z) sour la forme f(x)p(z) et utiliser exercice 3.14.] Montrer que
f est strictement croissante.

3. (Dérivabilité en 0 ?) Montrer que lim,_o f'(z) = 4+00. L’application f est-elle dérivable en 0 ?
(Justifier la réponse. . .)

4. (Limites en +00) Donner (en fonction de a) les limites en +00 et —co de f.
Dans la suite, on note [ et m ces limites.

5. (Fonction réciproque) Montrer que f est une bijection de R dans |m,I[. On note g la fonction
réciproque de f (de sorte que g est une application de Jm, [ dans R). Montrer que g est dérivable
en 1 (noter que 1 €]m,l[) et calculer ¢’(1). [Pour h # 0, on pourra appliquer le théoreme des
Accoissements Finis a la fonction f entre les points g(1 + h) et g(1).]

6. (Régularité de la fonction réciproque) Montrer que la fonction réciproque de f est de classe O sur
Jm, I[ mais que f n’est pas de classe C! sur R.

Exercice 3.16 (Dérivée a droite et & gauche) Soit f une application de R dans R et a € R. On dit
que f a une dérivée & droite en a si limy 4 z>a(f(2) — f(a))/(z — a) existe (dans R) . Cette limite est
alors notée f}(a).

1. Soit f, g deux applications de R dans R et a € R. On suppose que g est dérivable en a et qu’il
existe n > 0 tel que f(z) = g(x) pour tout = € [a,a + n[. Montrer que f est dérivable & droite en a
et calculer f}(a) en fonction de g’. Donner un résultat similaire pour la dérivée & gauche.

corrigé

On remarque que f@)=fla) _ g(@)=g(a) pour tout = €]a,a + n[. On en déduit que f & une dérivée

r—a r—a

a droite en a et que f/(a) = ¢'(a).

Pour montrer la dérivabilité a gauche de f en a, il suffit de remplacer, dans ’hypothese, “f(z) = g(z)
pour tout = € [a,a + n[” par “f(x) = g(x) pour tout x €]a — n,a]”. On obtient alors que [ est
dérivable & gauche en a et que f;(a) = ¢'(a).

2. On définit f par f(z) = —|z| + /22 + |22 — 1| pour tout € R. Montrer que f est dérivable a
droite et a gauche aux points 1, 0 et —1. Donner les valeurs de ces dérivées.
corrigé

On remarque que

fle)=x++V222 -1, six < —1,
fla)=x+4+1,s1i —1<x<0,
fl@)=—2+1,si0<x <1,
flx)=—ax+ V222 -1, siz>1.
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La premiere question permet alors de conclure. Par exemple, pour montrer que f admet une dérivée
a droite en 1, on utilise une fonction g définie pour =z > 1/\@ par x + v/2x2 — 1. On obtient que f
est dérivable & droite en 1 et que f;(1) = 1 (car ¢’(x) = —1 + 22/v/222 — 1 pour = > 1/4/2). De
maniere analogue, on a fy(1) = f3(0) = =1, f/(0) = fi(=1) =1let f(-1) = —1.

3.6 Exercices corrigés

Exercice 3.17 (Corrigé de l’exercice 3.5)

On définit f de R dans R par :
f(z) =0, siz <0,

1
f(z) =2%sin—, si x> 0.
x

Montrer que f est dérivable en tout point de R et calculer f/(z) pour tout z € R. La dérivée de f est-elle
continue 7

corrigé
Sur lintervalle ouvert | — oo, 0[, la fonction f est la fonction nulle. Elle est donc dérivable et sa dérivée
est aussi la fonction nulle, ¢’est-a-dire que f/(z) = 0 pour tout = €] — o0, 0].

Remarque : Pour savoir si f est dérivable en 0, il est insuffisant de s’intéresser aux valeurs de f(x) pour
x < 0. Il faut aussi savoir comment se comporte f(z) pour des x > 0 “voisins” de 0.

Sur l'intervalle ouvert |0, +oc[, la fonction f est formée par produit et composition de fonctions dérivables.
Les propositions 3.2 et 3.3 donnent alors que f est dérivable et donnent aussi une formule pour f’ :

1 1
J'(x) = 2z sin(=) — cos(—) pour tout z > 0.
x x

Il reste maintenant a montrer que f est dérivable en 0. Pour cela, on utilise la définition de la dérivabilité
en 0. Comme la fonction sin prend ses valeurs entre —1 et 1, on a, pour tout h € R, h # 0,

20— 50 50
h Shp

On en déduit que
o £1) = £(O)

h—0 h
et done que f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

En résumé, on a donc f dérivable en tout point de R et

:()7

f(x)=0si2<0,
1 1
f'(z) = 2xsin(—) — cos(—) si z > 0.
La fonction f’ est continue en tout point x # 0. Mais, elle n’est pas continue en 0 car f'(0) = 0 et on

peut trouver une suite (z,,)nen t.q.

lim z, =0et lim f/(mn) # 0.

n—-+oo n—-+oo
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11 suffit de prendre z,, = 1/(2nm) pour n € N*. En effet, avec ce choix de z,,, on a, pour tout n € N*

2
[ (z,) = - sin(2nm) — cos(2nw) = —1,
nw

et done limy, o0 2, = 0 et limy, 4 oo f/(2,) = =1 # 0.

Exercice 3.18 (Corrigé de ’exercice 3.9)

Soit a,b € R, a < b. Soit f une application continue de [a,b] dans R. On suppose que f est deux fois
dérivable pour tout x €]a, b[ (c’est-a-dire que f est dérivable pour tout x €]a,b] et que f’, qui est donc
définie sur ]a, b, est aussi dérivable pour tout x €la, b[). Soit z¢ €]a, b].

1. Montrer qu’il existe A € R t.q. :

_ f(b) — f(a) (xo — a)(wo — b)
f(x0) = f(a) + T(ﬂio —a)+ ffl.
corrigé

11 suffit de définir de définir A par la formule suivante :
2 ~ . f(b) — f(a)
A e ———re €T — P S L A S (S, .
ol =y (0 0 - )

On obtient bien

foo) = @)+ LU T D gy om0 8 (33)
2. On définit ¢ sur [a,b] par :
ola) = fa) — fla) - PO =T gy e 2D) )

Montrer qu'il existe ¢ €]a, zo[ et d €]z, b[ t.q. ¢'(c) = ¢'(d) = 0.
corrigé

La fonction ¢ est continue sur Uintervalle [a, z¢] et dérivable sur I'intervalle |a,zo[, on peut donc

utiliser le théoreme des accroissements finis (théoreme 3.2). Il donne l'existence de ¢ €|a, x| t.q.

o(xg) — pla) = ¢'(¢)(zg — a). Comme @(a) = 0 et p(xg) = 0 (par le choix de A), on a donc
/

¢'(c) = 0.

De méme, la fonction ¢ est continue sur U'intervalle [xq, b] et dérivable sur l'intervalle |xq, b[, on peut
donc utiliser le théoréme des accroissements finis. Il donne Dexistence de d €]xg, b[ t.q. ¢(x0) —
p(b) = ¢'(d)(xg — b). Comme p(b) = p(xo) =0, on a donc ¢’(d) = 0.

3. Montrer qu’il existe 6 €]a, [ t.q. :

f(b) _f(a)(mo—a)—i— (l‘o—a)(l‘o—b)

b—a 2 170,

f(xo) = fla) +

corrigé

54



La fonction ¢’ est continue sur I'intervalle [c, d] et dérivable sur Uintervalle e, d[ (car ¢,d €]a, b| et
que [’ est dérivable sur ]a,b[), on peut donc utiliser le théoréme des accroissements finis. 11 donne
Iexistence de 0 €]c,d| t.q. ¢”(0) = 0. Or, pour tout = €la,b[, on a ¢"(z) = f”(z) — A. On a donc
A = ¢"(0). En reportant cette valeur de A dans (3.3) on obtient bien f(z¢) = f(a)+ W(mo -

a) + Wfﬁ(g)_

N.B. Pour les questions 2 et 3, on peut aussi utiliser la version “réduite” du théoreme 3.2, c’est-a-
dire le théoreme de Rolle (théoreme 3.1).

Exercice 3.19 (Corrigé de ’exercice 3.12)

Soit f une application continue de R dans R et a € R.

1. On suppose que f est dérivable en tout point x différent de a et que f’ (définie sur R\ {a}) admet
une limite en a, notée a;. Montrer que f est dérivable en a et que f’(a) = a;. [Cette question a été
faite dans un exercice précédent avec a = 0.]

corrigé

On veut montrer que limy_q w =a

1, c’est-a~dire que pour tout £ > 0, il existe & > 0 t.q. :

fla+h) = f(a)

h#0, |h| <a = 3

—ay| <e. (3.4)

Soit € > 0. On cherche donc « vérifiant (3.4). Comme lim,_,, f'(z) = a1, il existe a > 0 t.q. :
y#a, ly—al <a=[f(y) —al <e. (3.5)

Soit maintenant h # 0 t.q. |h| < a. En appliquant le théoréme des accroissements finis (théore-
me 3.2) a la fonction f (qui est continue sur Uintervalle fermé dont les bornes sont a et a + h et
dérivable sur lintervalle ouvert dont les bornes sont a et a+ h) il existe y strictement compris entre
aeta+htq fla+h)— f(a)=hf(y). Comme |y —a| < |h| < a, on peut utiliser (3.4) et on

obtient :
fla+h)— f(a)
h

Pour tout € > 0, on a donc bien trouvé a > 0 vérifiant 3.5. Ceci prouve que f est dérivable en a et
que f'(a) = ay. Comme lim,_,, f'(z) = a1, on a donc aussi montré que [’ est continue en a.

—ar|=|f'(y) —a1| < e

2. On suppose que f est de classe C*™ sur R\ {a} et que, pour tout n € N*, () (définie sur R\ {a})
admet une limite en a, notée a,. Montrer que f est de classe C*° sur R. [On pourra raisonner par
récurrence sur 7.]

corrigé
On va montrer, par récurrence sur n, que f est de classe C" sur R, pour tout n € N.
Initialisation. Pour n = 0, on a bien f de classe C° (car f est continue sur R).

Hérédité. Soit n € N. On suppose que f est de classe C™, en on va montrer que f est de classe
C™1. On pose g = f("). La fonction g est donc continue sur R. Les hypotheses de la question
donne aussi que g est dérivable sur R\ {a} et que lim, ., ¢'(x) = an41 (car ¢’ = f+D) sur R\ {a}).
On peut donc appliquer la question 1 a la fonction g. Elle donne que g est dérivable en a et que
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¢’ est continue en a. Comme g = (™), on a donc f(™ dérivable en a et f(**1 continue en a. Les
hypotheses de la question donnant aussi que f(™est dérivable sur R\ {a} et que f (n+1) est continue
sur R\ {a}, on obtient finalement que f est de classe C"*1.

On a bien ainsi montré, par récurrence sur n, que f est de classe C™ sur R, pour tout n € N. Ceci
signifie que f est de classe C*°.

Exercice 3.20 (Corrigé de ’exercice 3.13)
Soit f une fonction de R dans R, 8 € R, 8 > 0 et kK € R,k > 0. On suppose que, pour tout x,y € R,
[fy) = f(x)] < kly —=|°.

1. Montrer que f est continue en tout point de R.
corrigé

. , . . 1
On va méme montrer que f est uniformément continue. Soit ¢ > 0. On pose a = (7)7, de sorte
que a > 0 et :

2y R, [z —yl<a = |fly) — fl@)| <kly -z’ <ka® =ec.

Ceci montre bien que f est uniformément continue sur R.

2. On suppose, dans cette question, que 8 > 1. Soit z € R, montrer que f/(z) = 0. En dijoceduire que
f est constante.

corrigé

Pour h # 0, on a, en utilisant ’hypothése sur f avec y = = + h, |f(z + h) — f(x)| < k|h/®. On en

déduit - .
0 < |f(1 +h)— f(h)

B—1
- h

| < Kb

xz+h)—f(h . ..
M\ = 0 (on raisonne ici avec un

Comme 3 > 1, on a limy, 0 k|h|?~! = 0 et donc limy, o |f('
x fixé). Ceci prouve que f'(z) = 0.

On a donc montré que f'(x) = 0 pour tout « € R. En utilisant le théoréme des accroissements finis,
ceci implique que f est constante (voir la remarque 3.5). On rappelle ici cette démonstration. Soit
2 € R*. Le théoréme des accroissements finis (théoreme 3.2) donne l'existence de y entre 0 et x t.q.
f(@)— f(0) =xf'(y). comme f'(y) =0, on a donc f(z) = f(0). La fonction f est donc constante.

3. (Exemple) Pour z € R, on pose g(z) = |x|% Montrer que, pour tout z,y € R, on a |g(y) — g(x)| <
ly — z|2. [On pourra montrer qu’on peut supposer |y| > |z|, et distinguer les cas ot z et y sont de
méme signe et olt = et y sont de signe contraire. |

corrigé

Soit x,y € R. En changeant éventuellement = en y et y en x (ce qui ne change pas |g(y) — g(z)]
et |y — z|), on peut supposer |y| > |z|. En changeant éventuellement y en —y et x en —z (ce qui
ne change toujours pas |g(y) — g(z)| et |y — x|), on peut également supposer y > 0. On distingue
maintenant 2 cas selon le signe de x.
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Cas 1. On suppose ici z > 0. On a alors [g(y) — g(z)] = /y —Vx et [y —x] =y —x. On

remarque alors que (\y — 2)? = y+x — 2,/yy/z < y + 2z — 2/z\/x (car \/y > \/z) et donc
(V¥ —Vx)? <y+x— 22 =y —x, ce qui donne bien :

9(y) — 9(2)| = VI — VT <y —z = |y — |2

Cas 2. On suppose ici z < 0. Comme ¢(y) > g(z) > 0, on a |g(y) — g(z)| = g(y) — g(z) < g(y).
En utilisant le premier cas précédent avec le couple (0,y), on a :

W=

IN

9() = 1lg(y) —g(0)| < y=.
Comme 0 <y <y—ux,onay: < ly — :L*\% et donc :

1 1
l9(y) — 9(@)| < g(y) < y* < |y —a|*.

Exercice 3.21 (Corrigé de I’exercice 3.14)

Soit ¢ une application de |0, co[ dans R, dérivable (en tout point de ]0,o0[) et t.q. lim,_, o @(z) = 0.

1. On suppose que ¢'(x) < 0 pour tout 2 > 0. Montrer que ¢(x) > 0 pour tout = > 0.
corrigé

Soit > 0. On veut montrer que ¢(z) > 0.

Soit y > z. La fonction f est continue sur [z, y] et dérivable sur |z, y[. Le théoréme des accroissemens
finis donne done Dexistence de z €]z, y[ t.q. p(y) —p(z) = (y—z)¢’(2). Comme ¢’'(z) < 0ety > z,
on a donc p(z) > ¢(y). On peut maintenant passer & la limite dans cette inégalité quand y tend
vers +oo (avec z fixé) et on obtient :

¢(z) > lim p(y) = 0.

Y—>00

2. On suppose que ¢'(z) < 0 pour tout > 0. Montrer que ¢(z) > 0 pour tout = > 0.
corrigé

Soit > 0. En appliquant encore une fois le théoréme des accroissemens finis, il existe z €]z, z + 1|
t.q. plz+1) —p(r) = ¢'(2). Comme ¢'(z) < 0n a donc p(xr) > @(x+1). Or, on sait, par la
question 1, que ¢(x + 1) > 0. On a donc p(z) > 0.

Exercice 3.22 (Corrigé de ’exercice 3.15)

Soit @ > 0. On définit f de R dans R de la maniére suivante :

J@) = (1+ &)7, siz #0,
F(0) = 1.

(On rappelle que b* = e*'"? pour b > 0 et z € R.)

1. (Continuité de f)
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2
z
(a) Montrer que e* > 1+ ~ pour tout z € R,..

En déduire que In(1 + y) < /2y, pour tout y € R;..
corrigé

On pose, pour z € R, g(z) = e*—1— é La fonction g est de classe C* et on a ¢'(z) = e* — z,

g"(z) = e* — 1 pour tout z € R. Comme ¢”(z) > 0 pour tout z € R, la fonction ¢’ est
croissante sur R (d’apres le troisieme item de la remarque 3.5). On a donc ¢/(z) > ¢'(0) =
1 > 0 pour tout z € R;. La fonction g est donc croissante sur R (toujours par le troisieme
item de la remarque 3.5), ce qui donne g(z) > ¢(0) = 0 pour tout z € R;. Ce qui donne bien :

2
z
e >1+ — pour tout z € Ry

Soit y € Ry. On applique I'inégalité précédente avec z = /2y € R, on obtient que ev?¥ >
1 +y. Comme la fonction In est croissante sur R”, on obtient :

2y > 1In(1 +y).

(b) En utilisant la question précédente, montrer que 1 < f(x) < V2% pour tout x €]0, oo|.
corrigé
Soit z > 0. Comme f(z) = e*™m(+%2) on a f(z) > 1 (car zln(1 + £) > 0) et, en utilisant la
question précédente avec y = 2, f(z) < e"V 2i = gV2az,

xT

(¢) Montrer que lim,_ 550 f(z) = 1.

corrigé
En passant & limite, quand x — 0 avec x > 0, dans I'inégalité 1 < f(z) < eY?%%, on obtient
que limg 0 4>0 f(7) = 1.

(d) Montrer que f est continue en 0. [On pourra remarquer que f(z)f(—x) = 1, pour tout z € R.]
corrigé

Comme f(x) = f.éz) pour tout x < 0, on a (avec la question précédente) :

1

I ") = Ty s0.000 f (@)
111 f(T) ]imr%(),x>() f(%)

z—0,2<0"

=1.

On a donc lim, o f(z) = 1, et, comme f(0) = 1, on en déduit que f est continue en 0.

2. (Dérivabilité de f sur R*) Montrer que f est de classe C* sur R* et que f’(z) > 0 pour tout x # 0.
[Pour z > 0, on pourra mettre f’(z) sour la forme f(x)p(z) et utiliser 'exercice 3.14.] Montrer que
f est strictement croissante.

corrigé
T a ’ . 7
Pour z € R%, on a f(x) = e” (1+2) . On en déduit que f est de classe C' sur R% comme composée

de fonctions de classe C' (on a méme f de classe C*° sur RY).
A o~ —a 7 .

De méme, pour € R* , on a f(z) = e” In(1=2) . On en déduit que f est de classe C'* sur R* comme
composée de fonctions de classe C'. La fonction f est donc de classe C'* sur R*.
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Pour z > 0, on a f'(x) = f(x)p(z) avec :

a

(p(x)zln(lJr%)f ——.

En tout point de R, ¢ est dérivable et on a, pour x € R} :

a a a2

#(@) = z(a+a) v (a+ x)? B z(a+ )2 =0

De plus, on a lim,_, 1 o ¢(x) = 0. Avec l'exercice 3.14, on en déduit que ¢(z) > 0 pour tout x > 0.
Comme f'(z) = f(x)p(z) et que f(x) > 0, on a donc aussi f/(x) > 0 pour tout z > 0. En utilisant
le quatrieme item de la remarque 3.5, on en déduit que f est strictement croissante sur R .
Pourz € R* ona f(z) = ﬁ On a donc f dérivable sur R* et f/(z) = % (pour tout x < 0).
On a donc aussi f/(x) > 0 pour tout 2 > 0, ce qui donne que f est strictement croissante sur R_.
Finalement, on a bien montré que f est strictement croissante sur R.

. (Dérivabilité en 0 ?7) Montrer que lim,_,o f'(z) = +o00. L’application f est-elle dérivable en 0 ?
(Justifier la réponse. . .)

corrigé
En reprenant la fonction ¢ introduite & la question précédente, on a lim,_,o >0 @(z) = +o0.
Comme f'(x) = f(z)p(x) pour tout x > 0 et que lim,_o f(z) = 1, on en déduit :

. / o
im0 = e

Comme f'(z) = ]{;S’;’; pour tout z < 0, on a aussi lim, 0 4<o f'(z) = +o0o. On a donc
lim, o f'(x) = +o0.

On va montrer maintenant que limy, g ce qui prouve bien que f n’est pas dérivable

en 0).

H-10) _ o (

Soit M € R. Comme lim, o f'(x) = 00, il existe o > 0 t.q. :
r#£0, [z| <a = f(x) > M.

Soit h # 0, |h| < «. En appliquant le théoréme des accroissements finis (théoreme 3.2) a la
fonction f sur l'intervalle dont les bornes sont 0 et h, il existe x strictement entre 0 et h t.q.
f(h) = f(0) = hf'(xz). Comme x # 0 et |z| < |h| < a,ona f'(x) > M et donc :

f(h) = £(0)

. = f'(z) > M.

On a donc :
h#0, |h| <a = M

+o0 et donc que f n’est pas dérivable en 0.

> M.

Ceci prouve que limy,_,q w —
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4. (Limites en +00) Donner (en fonction de a) les limites en +00 et —oco de f.
corrigé

On a

Pour y €] — 1, +00[, on pose ¥(y) = In(1 + ay). |a fonction ¢ est dérivable et ¢/'(y) =
donc, en particulier :

1+ay

1 n
iy 12 +ay)
y—0 Yy

='(0) = a.

On a donc (en posant y = 1) limy 40 2In(1 4+ %) = a. On en déduit que lim,_, 4o f(2) = €.
1

Comme f(x) = ﬁ, on alim, ,_ f(z) = T 7 = ©

Dans la suite, on note [ et m ces limites.

corrigé

a

Onadoncl=¢e%et m=e"

5. (Fonction réciproque) Montrer que f est une bijection de R dans |m,Il[. On note g la fonction
réciproque de f (de sorte que g est une application de Jm, [ dans R). Montrer que g est dérivable
en 1 (noter que 1 €]m,l[) et calculer ¢’(1). [Pour h # 0, on pourra appliquer le théoréme des
Accoissements Finis & la fonction f entre les points g(1 + h) et g(1).]

corrigé

La fonction f est continue strictement croissante de R dans R. Ses limites en 400 et —oo sont
[ et m. Le théoreme 2.5 donne alors que f est une bijection de R dans |m,[[ et que sa fonction
réciproque, notée g, est continue strictement croissante de |m, [ dans R.

On va montrer maintenant que g est dérivable en 1 et que ¢'(1) = 0, c’est-a-dire que

o 9040 = g(1)

=0.
h—0 h

L’idée principale est de remarquer que, pour h # 0 (et t.q. 1+ h €]m,l[), on a :

g(L+h)—g(1) T
h f(r) = f(0)’

avec T = g(1+h)—g(1) = g(1+h) (car g(1) = 0 puisque f(0) = 1) et donc f(7) =1+h = f(0)+h.
(Noter aussi que 7 # 0 car g est injective).

Comme g est continue, on a limy,_,o g(1+ h) — g(1) = 0. Pour montrer que lim,_q M 0,

il suffit donc de montrer que lim,_g W = 0, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe a > 0
t.q.

.
T£0, |7|<a=|———=|<e. 3.6
o= =50 o
Soit € > 0. On cherche o > 0 satisfaisant (3.6). Comme lim,_,¢ f'(2) = +00, il existe a > 0 t.q.
1
z#0, |z|<a= f(z)> o (3.7

Soit 7 # 0 t.q. |7| < a. On applique le théoreme des accroissements finis & la fonction f sur
Iintervalle dont les bornes sont 0 et 7. Il donne lexistence de z strictement entre 0 et 7 t.q.
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f(r) = f(0) = 7f'(2). On a donc =) = ﬁ Comme f/(z) > L1 > 0 (grace a (3.7) car

|z| < |7| < @), on a donc 0 < m <e.

ce qui donne :

On a done trouvé « > 0 satisfaisant (3.6). Ce qui prouve que g est dérivable en 1 et ¢’(1) = 0.

6. (Régularité de la fonction réciproque) Montrer que la fonction réciproque de f est de classe O sur
Jm, I[ mais que f n’est pas de classe C! sur R.
corrigé

La fonction f est de classe C' sur R* (mais pas sur R car f n’est pas dérivable en 0) et f’ ne
s’annule pas sur R* (on a montré que f/(z) > 0 pour tout € R*). On en déduit que la fonction
réciproque de f, notée g, est de classe C! sur {f(z), * € R*}, c’est-a-dire sur Jm, 1{U]1,1[. Plus
précisément, pour tout y €Jm, 1[U]1,[[, on a :

1
/

9y = 57—

f(9())
Comme g est continue sur |m, [ et que f’ est continue et non nulle sur R*, on en déduit bien que ¢’
est continue sur Jm, 1[U]1, [ (noter que g(y) # 0 si y # 0 car g est injective). Dans la question 6, on
a montré que g est dérivable en 1 et que ¢’(1) = 0. Pour montrer que g est de classe C'* sur |m, ],
il reste donc seulement & montrer que ¢’ est continue en 1. Or, comme lim, 1 g(y) = ¢(1) =0, on
a:

1 1
lim =lim —=1lim — =0
oo W) = I FEE T A P
Ce qui prouve la continuité de ¢’ en 1. On a bien, finalement, montré que g est de classe C'! sur
Im, 1.

Exercice 3.23 (Points fixes de f, si fo f = f)
Soit —oo < a < b < 400 et f une fonction continue de [a,b] dans [a,b]. On rappelle que x € [a, ] est un
point fixe de f si f(x) = x.

1. Montrer que f admet au moins un point fixe. [On pourra considérer la fonction g définie sur [a, b]

par g(z) = f(z) — =]

corrigé
On remarque que g(a) = f(a) —a >0 (car f(a) > a) et g(b) = f(b) —b < 0 (car f(b) <b). Comme
g est continue sur [a,b] et g(a) > 0> g(b), le théoreme des valeurs intermédiaires donne 'existence
de ¢ € [a,b] t.q. g(c) =0.

On suppose dans la suite que fo f = f. On pose Im(f) = {f(x), = € [a,b]}.
2. Montrer que tout élément de Im(f) est un point fixe de f.
corrigé

Soit y € Im(f). 1l existe x € [a,b] t.q. y = f(x). On a donc f(y) = f(f(x)) = fo f(x) = f(z) =y.
Ce qui prouve que y est un point fixe de f.
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3. On suppose, dans cette question, que f admet un seul point fixe. Montrer que f est constante.
corrigé

Puisque f admet un seul point fixe, la question précédente donne que Im(f) ne peut contenir que
un seul point. Ce qui prouve que f est constante.

On suppose dans la suite que f admet au moins 2 points fixes (disctints) et que f est dérivable
(c’est-a-dire dérivable en tout point de ]a, b).

4. Montrer qu'il existe m, M € [a,b] t.q. Im(f) = [m, M] et m < M.
corrigé

L’image d’un intervalle fermé borné par une fonction continue est encore un intervalle fermé borné.
Il existe donc m, M € R t.q. m < M et Im(f) = [m, M]. Comme f admet au moins 2 points fixes,
Im(f) contient au moins deux points. Donc, m < M.

5. Montrer que f’(z) = 1 pour tout x €]m, M| (ici et dans la suite, m et M sont donnés par la question
précédente).

corrigé
Pour tout = €]m, M|, on a f(x) = x (car |Jm, M[C Im(f)). On a donc, pour tout = €|m, M| ,

fl@)=1.

6. On suppose, dans cette question, que m > a.

(a) Montrer que f/'(m) = 1.

corrigé
Onaa<m< M <b. La fonction f est donc dérivable en m. Pour 0 < h < M —m, on a
f(m)=met f(m+h)=m+h (car m et (m+h) sont dans Im(f) et sont donc des points fixes
de f). On a donc :

flm+h)— f(m)
h

=1.
On en déduit que :

f'(m) = lim flm+h) = f(m) = lim f(m+h) =~ f(m)

=1.
h—0 h h—0,h>0 h

(b) Montrer qu’il existe x €]a, m[ t.q. f(z) < m.
corrigé

Comme f est dérivable en m et que f'(m) =1, on a f(z) = f(m) + (x —m) + (x — m)e(x)
avec limg ., e(x) = 0. Il existe donc n > 0 t.q. :

|t —m| <n = |e(z)] < 1.
Pour z € [a, m[ avec m —x < n on a donc :

f(x) < f(m)+ (x —m)+ |z —m| = f(m).
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(¢) En déduire que 'hypotheése m > a est en contradiction avec la définition de m.
corrigé

Si m > a, on vient de montrer lexistence de x € [a,b] t.q. f(z) < f(m), ce qui impossible car
f(z) € Inl(]‘) = [m, M] et f(m) =m (car m € Im(f) et donc m est un point fixe de f).

7. Montrer que m = a, M = b et f(z) = x pour tout x € [a, b].
corrigé

La question précédente donne m < a et donc finalement m = a (car [m, M] = Im(f) C [a,b]). De
maniére analogue, on peut montrer que M = b. On a donc Im(f) = [a,b] et donc f(x) = a pour
tout « € [a, b].

8. Montrer que le résultat de la question précédente peut étre faux si on retire I’hypothése “f dérivable”.
[On cherche donc f continue de [a, b] dans [a,b] t.q. fo f = f, f admet au moins deux points fixes
distincts et il existe = € [a,b] t.q. f(x) # ]

corrigé

On peut prendre, par exemple, a = 0,0 =3, f(z) =1si0<z <1, f(z)=axsil<x <2, f(z)=2

si2<ax<3.

Exercice 3.24 (Calcul de limites)

sin($) e —e

Calculer limg_, , limg,_q

et limay~>0@>0 m
corrigé

lim, . Sm,(,z) =0 car sin(z) < = pour tout x > 0.
o0 T

Pour x € R, on pose fL) = ex —e?*. La fonction f est dérivable en 0 et f(0) = 0. On en déduit
. o 2w

lim, 0 <= = f'(0) = —

Pour z €] — 1, oc[ on pose g ( ') = In(1+ z)?. La fonction g est dérivable en 0 et g(0) = 0. On en déduit
ln(]+x)

lim,_.o = ¢'(0) = 0. Comme g(z) > 0 quand z > 0, on a donc lim,_, x>0 m = +00.

Exercice 3.25 (Fonction sous linéaire)
Soit f une fonction dérivable de R dans R et t.q. f(0) = 0. On définit la fonction g de R, dans R (avec
Ry = [0, 00]) par :
M siz >0,
T

g(z) =
9(0) = £'(0).

1. Montrer que g est continue en tout point de R .
corrigé

La fonction g est continue sur ]0, 00| car c’est le quotient de deux fonctions continues et que son
dénominateur ne s’annule par (sur |0,00[). On peut aussi noter que g est dérivable sur ]0, 00|

Comme f est dérivable en 0 et que f(0) =0, On a lim,; 0 >0 g(z) = lim,_0 * f( JZ (’;(0) 1'(0). La
fonction g est donc continue en 0 (et donc continue sur tout R+ = [0, cof).

On suppose maintenant qu’il existe «, 8 € R, t.q., pour tout z € Ry, f(z) < ax + 8.
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2. Montrer que g est majorée (c’est-a-dire que I'ensemble {g(z), x € Ry} est majoré)
corrigé

La fonction g est continue sur [0, 1]. La restriction de g & [0, 1] est donc majorée (car [0, 1] est fermé
et borné). Il existe donc M t.q., pour tout = € [0, 1], g(z) < M.

Puis, pour > 1, on remarque que g(z) < o + ; < a+|f]. On a donc finalement, pour tout
x € Ry, g(z) < C =max{M,«a+ |b|}, ce qui prouve que g est majorée.

3. On suppose, dans cette question, que o < f'(0). Montrer qu’il existe a € Ry t.q. g(a) = sup{g(z),
x € Ry}, Montrer que g(a) = f/(a).

corrigé
On choisit e = f/(0) — a > 0, et on pose A = %‘ > 0. Pour z > A, on a donc g(z) < a + [Ii <
a+e= f'(0).

La fonction g est continue sur Uintervalle fermé borné [0, A], il existe donc a € [0, A] C Ry t.q.
g(a) = sup{g(z), x € [0, A]}. Mais, comme sup{g(z), x € [0, A]} > g(0) = f/(0) et que pour x > A
on a g(z) < f(0), on a donc g(a) = sup{g(x), v € Ry }.

Sia =0, on a bien g(a) = f'(a). Sia > 0, le fait que g(a) = sup{g(z), x € Ry} et que g soit
dérivable en a permet de montrer que ¢’'(a) = 0 (comme dans la démonstration du théoréme des
accroissements finis). Comme xg(x) = f(x) pour tout > 0, on a g(x) + z¢'(x) = f'(z) pour tout
x> 0 et donc g(a) = f'(a).

4. On suppose, dans cette question, que f(z) =z — Tz

(a) La fonction f vérifie-t-elle les hypotheses données au début de 'exercice ?
corrigé

Oui... f est dérivable et f(0) = 0.

(b) Donner des valeurs de « et 8 pour lesquelles, pour tout x € Ry, f(z) < az + 3.
corrigé

> 0 pour tout z € R, les valeurs suivantes conviennent : a« =1, g = 0.

3
Comme Tra?

(¢) Montrer qu'il existe un unique a € Ry t.q. g(a) = sup{g(x), x € R4} et donner cette valeur
de a.

corrigé
On a g(xz) < 1, pour tout = €]0,00[, et g(0) = 1. Il existe donc un unique a € Ry t.q.
g(a) =sup{g(z), x e Ry }(=1) et a =0.

5. On suppose, dans cette question, que o = f'(0). Montrer qu’il existe a € Ry t.q. g(a) = sup{g(z),
x € R} et que g(a) = f/(a).

corrigé
On pose v = sup{g(z), x € Ry}. On ay > g(0) = f/(0) et donc distingue deux cas ;

Premier cas : v = f’(0). Dans ce cas, a = 0 convient car g(0) = f'(0) = .
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Deuxiéme cas : v > f/(0).

On choisit alors € = %/(O) > 0, et on pose A = Bl > 0. Pour z > A, on a donc g(z) < a+

at+e=f(0)+e= %/(0) < 7. On a donc sup{g(z), = € [A,00[} < 7 et donc :

8™
IN

v =sup{g(z),z € Ry} = sup{g(z),z € [0, A]}.

La fonction g est continue sur Uintervalle fermé borné [0, A], il existe donc a € [0, 4] C Ry t.q.
g(a) = sup{g(z), x € [0, A]}. Ce qui donne bien g(a) = ~.

La démonstration de g(a) = f’(a) est identique & celle de la question 3.

6. Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choissisant convenable f) qu’il peut ne pas exister
a € Ry t.q. g(a) =sup{g(z), = € R} (pour cet exemple, on aura donc nécessairement o > f/(0)).
corrigé

On peut prendre, par exemple, f définie par f(x) = = + % pour tout z € R. On a bien f

dérivable, f(0) = 0. Comme 1;% < 1 pour tout z € R, les valeurs « = 2 et S = 0 conviennent
et on a g(z) < 2, pour tout € Ry. Enfin, on a lim, , g(z) = 2. on en déduit que sup{g(z),
x € Ry} =2 et quil n’existe pas d’élément a de Ry t.q. g(a) = sup{g(x), z € Ry}.

Exercice 3.26 (TAF...)

Soit f une application continue de R dans R. On suppose que f est dérivable pour tout = # 0 et que
lim, o f'(x) = +o0.

1. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

corrigé
On va montrer que limy_,q M = oo (ce qui prouve que f n’est pas dérivable en 0), c’est-a-
dire que pour tout M € R il existe o > 0 t.q. :

f(h) = f(0)

h#0, |h| <a = > M. (3.8)

Soit donc M € R. Comme lim,_,q f/(2) = +o00. il existe & > 0 t.q. :
x#0, |z|<a= f(r) > M. (3.9)

Soit maintenant h # 0 avec |h| < «, le théoreme des accroissements finis (théoreme 3.2) donne
I'existence de ¢ €] min(0, h), max(0, h)[ t.q.

Comme |h| < o, on a ¢ €] —a, af et, comme ¢ # 0, (3.9) donne f'(¢) > M, on a donc M > M.

On a bien ainsi montré que pour tout M € R, il existe v > 0 vérifiant (3.8). Ceci montre que

limy, o M = 400 et donc que f n’est pas dérivable en 0.

65



2. On suppose maintenant que f est bijective de R dans R, strictement croissante et que f(0) = 0.
On note g la fonction réciproque de f ['existence de la function g a été vue en cours]. Montrer que
g est dérivable en 0 et que ¢'(0) = 0.

corrigé
On reprend ici essentiellement la démonstration faite en cours pour montrer la dérivabilité d’une

fonction réciproque.

g(h)—g(0)

W = 0, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe 5 > 0 t.q. :

(h) — 9(0)

On veut montrer que limy, g

h#£0, |h| <8 = |2 < (3.10)
Soit h # 0. Comme fog(h) =h, f(0) =0 et g(0) =0 (noter que g(h) # 0 car h # 0 et g injective),
ona:
g(h) —g(0) _ gth)
h f(g(h)) = f(0)

Le théoreme des accroissements finis donne Uexistence de d €] min(0, g(h)), max(0, g(h))[ t.q. :

fg(h)) — f(0) = g(h)f'(d)
(bien sir, le point d dépend de h). On a donc :

g —g(0) 1 )

h 1(d)
Cette égalité, avec (3.9) et la continuité de g (qui a été vue en cours) nous suggere le choix de 3,
a partir de e, pour avoir (3.10). En effet, soit € > 0. On choisit M = 1/e. 1l existe alors a > 0
vérifiant (3.9). Mais, comme ¢ est continue en 0, il existe 8 > 0 t.q. :

YER, [y <8 = |g9(y)] < a.

Si|h] < S, on a donc |g(h)| < a. Ce qui donne d €] — a,af et donc (comme on a aussi d # 0),
f'(d) > M =1/e > 0. Finalement, on obtient avec (3.11),

|g(h) —9(0) = g(h) —9(0)
h h

<e.

Pour tout € > 0 on a donc trouvé 5 vérifiant (3.10). Ce qui prouve que g est dérivable en 0 et
!/
9'(0) = 0.

Exercice 3.27

Etudier l'existence et la valeur d’une limite éventuelle en x(y pour les fonctions suivantes.
o fi(z)= zHel bour z £ 0, et 29 = 0,

x

o fo(x) = (§ — x)tanz, pour z €]0, F[U]F, [, et 29 = F.
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corrigé
La limite a gauche de f; en 0 est 0 et la limite a droite est 2. Donc, f n’a pas de limite en 0

pour z €]0, 5[U]F, 7[, on a :

s
. 5 —Z .
x) = sin(z).
fa() cos(x) — cos(5) in(z)
Comme lim,_, = % = —sin(5) = —1 et sin(5) =1, on en déduit :

2

lim fo(z) = 1.

r—T
T— 5

Exercice 3.28

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes. Montrer qu’elles sont dérivables et donner
une expression de leur dérivée.

o fi(z)=uax,

o folw) = In({5m8),

1—sin(x)

corrigé
La fonction f; est définie sur R% et est dérivable comme composée de fonctions dérivables. Comme
fi(z) = e™®)/= on a, pour tout z > 0 :

1

filz) = %(1 —In(z))x=.

La fonction f; est définie sur R\ {5 + k7, & € Z}. Elle est dérivable comme composée de fonctions

dérivables et on trouve, pour tout x € R\ {5 + kn, k € Z}, f5(x) = Cosz(x).
Exercice 3.29
En appliquant le théoreme des accroissements finis, montrer que 1 < ezm_l < €%, pour tout = > 0.

corrigé
Soit & > 0. Comme la fonction y — e¥ est continue sur [0,z] et dérivable sur |0, z[, le théoréme des
accroissements finis donne I'existence de ¢ €]0, [ t.q. e —e® = ze¢. On a donc :

Comme la fonction y ~ €Y est strictement croissante, on a 1 = €% < e¢ < € (car 0 < ¢ < x) et donc :

e’ —1

T

€T

<ev.

1<

Exercice 3.30 (Fonction convexe)

Soit ¢ une fonction de R dans R. On suppose que ¢ est dérivable (c’est-a-dire dérivable en tout point de
R) et que ¢ est une fonction croissante.
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)=o) ~ py)=e(z)
z—x — y—z
corrigé

1. Soit x < z < y. Montrer que

La fonction ¢ est continue sur [z, z] et dérivable sur |z, z[, le théoréme des accroissements finis
(théoreme 3.2) donne l'existence de ¢ €]z, 2] t.q.

p(2) = p(x)

. ¢'(c).

De méme, le théoréme des accroissements finis donne 'existence de d €]z, y[ t.q.

()=o) ~ py)=v(z)

z—x — y—z

Comme ¢’ est croissante et ¢ < z < d, on a ¢'(¢) < ¢'(d) et donc

2. Montrer que @ est convexe, c’est-a-dire que
otz + (1 —t)y) < te(z) + (1 —t)e(y) pour tout z,y € R et tout ¢ € [0, 1]. (3.12)

[Pour z < y et t €]0, 1], on pourra utiliser la question 1 avec z =tz + (1 — t)y.]
corrigé

L’inégalité (3.12) est immédiate pour z = y. Elle est aussi immédiate pour z # y et t =0 out = 1.
Il reste a étudier le cas © # y et t €]0,1[. On peut aussi supposer x < y (quitte a changer x en y, y
enzettenl—t).

On applique alors la question 1 avec z = tz + (1 — t)y, de sorte que z — 2z = (1 —¢)(y — z) et
y —z =t(y — x). On obtient

p(2) —p@) _ w(z) —p(@) _ ely) —e(2) _ »ly) = ¢(2)
1 x '

(1-1)(y — =) z—x T y-—z ty — 2)
Ce qui donne, comme y —x > 0,¢>0et (1 —¢) > 0,
tp(2) = p(2)) < (1= 1)(e(y) — ¢(2))-

On en déduit bien l'inégalité (3.12).

3. On définit ici la fonction ¢ de R dans R par ¢(z) = |z| si € R. Montrer que v est convexe. La
fonction 1 est-elle dérivable en tout point de R 7
corrigé

Soit x,y € Ret ¢t €[0,1], on a
Pltz + (1= t)y) = tz + (1 — )] < tlal + (1 - Dly| = () + (1 — ().

Ce qui montre bien que ¥ est convexe. La fonction ¢ n’est pas dérivable en 0.

Exercice 3.31 (Recherche d’un maximum et convexité)
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Soit ¢ une fonction de R dans R vérifiant

1 1
icp(:r) + iw(y) pour tout z,y € R. (3.13)
(Noter que ¢ n’est pas nécessairement dérivable.)

1. Dans cette question, on suppose qu’il existe a € R t.q. ¢(a) = max{¢(x), z € R}. (On a donc
p(a) > ¢(x) pour tout x € R.)

(a) Soit 6 # 0. Montrer que

1

pla) < Sola+0) + 30— 0), wla+0) < p(a) et pla—0) < plo).

Montrer que p(a + 0) = p(a — 0) = p(a).
corrigé

On remarque que a = 3(a + 0) + 3(a — 0). L’inégalité (3.13) donne donc ¢(a)

0) + o(a — ). Puis, comme ¢(a) = max{yp(z), € R}, on a, bien sir, ¢(a + 0)
ol - 6) < ola).

En utilisant ces trois inégalités, on remarque que

< s¢(a+
< p(a

) ot

pla—0) < Spla+0)+5e(a)

l\DM—
l\DM—

1 1
ola) < ~p(a+0) + =
pla) < Jpla+0)+

On a donc $¢(a) < 3p(a+0) < L¢(a). Ce qui donne bien ¢(a + 0) = ¢(a). De méme on a
v(a —0) = p(a) (par exemple en changeant 6 en —6).

(b) Montrer que ¢(z) = p(a) pour tout = € R (la fonction ¢ est donc constante).
corrigé
Soit  # a. On pose § = x — a. La question précédente donne ¢(z) = p(a + 0) = p(a). La
fonction ¢ est donc constante.

2. On s’intéresse maintenant a une situation un peu plus compliquée. Soit g une fonction dérivable de
R dans R. On pose f = ¢ + g et on suppose qu'il existe a € R t.q. f(a) = max{f(z), z € R}.

(a) Soit h # 0.

i. Montrer que ¢(a + h) — p(a) < g(a) — g(a + h).

corrigé

On remarque que @(a + h) + g(a + h)
pla+h) —p(a) <gla) —gla+h).

fla+h) < fla)

p(a) + g(a). on a donc

ii. Montrer que ¢(a+ h) — ¢(a) > g(la — h) — g(a).
corrigé
La question précédente, changeant h en —h, donne ¢(a — h) — p(a) < g(a) — g(a—h). Ce
qui peut s’écrire

o(a) —p(a—h)>gla—h)—g(a).
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Or l'inégalité (3.13) donne
1 1
g¥(a) +5e(a) < Sela+h) + Spla—h).

On a donc ¢(a + h) — p(a) > ¢(a) — p(a — h) et, finalement, on obtient bien

pla+h) - p(a) > p(a) — pla— h) > gla—h) — g(a).

(b) Montrer que ¢ est dérivable en a et que ¢'(a) = —g’(a). [On pourra commencer par calculer,
en fonction de ¢'(a), la limite de (g(a — h) — g(a))/h quand h tend vers 0.]
corrigé

Comme

sle=h=gl) _ _ale=h)=g(@) o,

—T
gla—h)—gla)
lim &=—F——~ = — .
M 9(a)
La question précédente donne, pour tout h > 0,

gla—h)—gla) _plath)—pla) _ glath)—g(a)
h - h - h

et, pour tout h < 0,

gla—h) —g(a) > plath)—pla) _ glath)—gla)

h h - h

. _h)— .
Comme limj, M = limp_,0

en a et que ¢'(a) = —¢'(a).

—M = —¢'(a), on en déduit que ¢ est dérivable

N.B. On a donc montré que ¢ est nécessairement dérivable au point ou f atteint son maximum.

3. (Exemple) On définit ici ¢ et g par p(z) = |z| et g(z) = —2? pour z € R. On pose f = ¢+ g.
Donner les deux points a,b € R t.q. f(a) = f(b) = max{f(x), x € R}. [On pourra commencer par
dessiner la courbe de f.]

corrigé
La fonction f est paire. On I’étudie sur Ry. On a f(z) = z(1 — x) pour & > 0. La fonction f est
donc strictement croissante sur [0, 3] puis strictement décroissante sur [, +oo[. On en déduit que

 HOINtS . Coinfe 4 1
les points a et b sont les points 5 et —5.

Exercice 3.32 (Récurrence sur TAF)

1. Soit f : R — R une fonction de classe C? sur R. On suppose que f s’annule en trois points distincts
a,b,c, avec a < b < c.

(a) Montrer qu’il existe des réels d et e, avec d €]a, b[, e €]b,c[ et f'(d) = f'(e) = 0.
corrigé

Pour obtenir I'existence de d, on applique le théoreme de Rolle a la fonction f sur 'intervalle
[a, b] (la fonction f est bien continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[). De méme, pour obtenir
lexistence de e, on applique le théoréme de Rolle & la fonction f sur U'intervalle [b, c].

70



(b) Montrer que f” s’annule en au moins un point de R.
corrigé

On applique le théoreme de Rolle & la fonction f’ sur Uintervalle [d, e] (la fonction f” est bien
continue sur [d, e] et dériable sur ]d, e[). Il donne l'existence de z €]d, e[C R t.q. f”(z) =0.

2. Soient n > 1 un entier naturel et g : R — R une fonction de classe C™ sur R. On suppose que g
s’annule en n + 1 points distincts a; < ... < a,41. Montrer que la dérivée n-eme ¢(™) s’annule au
moins une fois sur R.

corrigé
On montre ce résultat par récurrence sur n € N*.

Initialisation. Pour n = 1. Soit g : R — R une fonction de classe C'* sur R qui s’annule en 2 points
distincts a; < ag. On peut appliquer le théoréme de Rolle a la fonction g sur Uintevalle [ay, as]. On
obtient lexistence de z €]ay, as] t.q. ¢'(z) = 0.

Hérédité. Soit n € N*. On suppose (c’est 'hypothese de récurrence) que toute fonction h de classe
C" qui s’annule en n + 1 points distincts a une dérivée n-eme qui s’annule au moins une fois. Soit
maintenant ¢ une fonction de classe C™*! qui s’annule en n + 2 points distincts a; < ... < An42-
En appliquant le théoréme de Rolle & la fonction g sur Iintervalle [a;, a; 1] (pour i € {1,n+1}), on
obtient lexistence de b; €]a;, a;41[ t.q. ¢'(b;) = 0. La fonction ¢’ est donc de classe C™ et s’annule
(au moins) en n + 1 points distints (les points by, ..., b,+1). On peut donc appliquer 'hypothese de
récurrence & ma fonction ¢, elle donne que la dérivée n-eme de ¢’ s’annule au moins une fois. On
en déduit que la dérivée (n + 1)-éme de g s’annule au moins une fois. Ce qui termine la récurrence.
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Chapitre 4

Formules de Taylor et
développements limités

4.1 Taylor-Lagrange

Si a,b € R, on note Int(a,b) l'intervalle ouvert dont les bornes sont a et b, c’est-a-dire Int(a, b) =|a, b si
a < b et Int(a,b) =]b,al[ si b < a.

Théoréme 4.1 (Taylor-Lagrange) Soit —oo < a < 8 < 0o et f une application de |a, f] dans R. Soit
n € N. On suppose que f de classe C™ et que ™) dérivable. Soit a,b €]a, B[. Alors, il existe ¢ € Int(a, b)

t.q.
-

k=0

(b —a)"t!

EERIARNCE (4.1)

f”“ (a) +

On rappelle que, par convention, 2° = 1 pour tout = € R et 0! = 1.
DEMONSTRATION : La démonstration de ce théoréme consiste a appliquer le théoréme des accroissements
finis (ou, plus simplement, le théoréme 3.1) & une fonction convenablement choisie.

On pose

n : " —a k
N <f(b) -y f(’“)(a)> ,

k=0

de sorte que f(b) = Y p_ 0 k, f( )(a) + (b(nj_);; d. 11 s’agit maintenant de démontrer qu’il existe
c € Int(a,b) t.q. d= f" T (c).

Pour = €]a, 8], on pose
x)nJrl

o) = 3 S @ + S

On remarque que p(a) = f(b) (grace au choix de d) et ¢(b) = f(b). La fonction ¢ est dérivable sur |o, 3]
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et on a, pour tout = €], 3],

¢ (x) = — i Mf(k)(x) + 3 Ml}f(kJrl)(z) _ Md

Pt (k—=1)! k:o k! n!
n—1 n n n
-3 (b —k'x)k (k1) +Z f(k+1)( ) (b —n'x) g ;'CC) (F+) () — d),
k=0 ) k=0 ’ ’

On utilise maintenant le théoréme 3.1 (théoréme de Rolle). La fonction ¢ est continue sur U'intervalle
fermé dont les bornes sont a et b et dérivable sur 'intervalle ouvert dont les bornes sont a et b (c’est-
a~dire sur 'intervalle Int(a,b)). Comme ¢(a) = ¢(b), Il existe donc ¢ € Int(a,b) t.q. ¢'(c) = 0, ce qui
donne (comme b — ¢ # 0)

d= " (e).
On en déduit bien f(b) = > p_, (b— ',1 f(k)(a) + (b(;j_):;lf(nﬂ)(c)' -

4.2 Taylor-Young

Notation : Lorque I'on dit qu'une propriété est vraie “au voisinage” de a ou encore “pour z suffisamment
proche de a”, cela signifie qu’il existe v > 0 t.q. pour tout = € [a — v, a + 7] la propriété est vraie.

Théoréme 4.2 (Taylor-Young) Soit —co < a < 8 < o0 et f de Ja, B[ dans R. Soit n € N*. On
suppose que f de classe C™. Soit a €]a, B[. Alors, on a :

1. Pour tout x €]a, f],

Z f(’C (a) + (z —a)"h(z), avec lim h(zx) =0 (4.2)

T—a
k=0

(et donc h continue en a, si on ajoute h(a) = 0). On dit que la fonction (x — a)™h(z), avec
lim,_,, h(z) =0, est un “petit 0” de (x — a)™ et on note (x — a)"h(z) = o((z — a)™).

2. Pour tout x €)a, (],
N @-a)t g —an
(2) = > 5 fM@) + (r — )" H(x),
k=0 ’

avec H bornée au wvoisinage de a (c’est-a-dire qu’il existe v > 0 et M € R t.q. |z —a| < v =
|H(x)] < M). On dit que la fonction (x —a)"H(z), avec H bornée au voisinage de a, est un “grand
0”7 de (x —a)™ et on note (x —a)"H(xz) = O((z — a)™).

DEMONSTRATION : On va démontrer le premier item du théoréme 4.2 en appliquant le théoréme 4.1 &
Pordre n — 1. Soit = €], B, x # a. D’apres le théoreme 4.1 il existe ¢, € Int(a,x) t.q.

X_Z 0 09 (g + L9 o0 ) = 5D 1) 4 (0 — ayria),

= ’ k=0

avec h(z) = % (f(")(cz) - f(n)(a))
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Soit maintenant € > 0. Comme f(™) est continue en a, il existe o > 0 t.q.
ly—al <a = [fM(y) - fM () <e.
Comme ¢, € Int(a,x), on a donc aussi
o —al <a = |f"(e) - fM(0) <e = |h@) <

Ce qui prouve bien que lim,_,, h(z) = 0.

Pour montrer le deuxiéme item, on remarque simplement que pour z €]a, [, = # a,
L e
H(z) = h(z) + — ") (a).

On a donc lim,_,, H(z) = %f(”)(a)7 on en déduit que H est ue fonction bornée au voisinage de a.
"

Remarque 4.1

1. Avec le théroreme 4.2 pour n = 1, on retrouve la définition de la dérivée, c’est-a-dire :
f(@) = fa) + (z — a) f'(a) + (x — a)h(z),

avec lim, ,, h(z) = 0. On remarque alors que I'hypothese “f de classe C'” dans le théroréme 4.2
n’est pas nécessaire (il suffit de f dérivable en a, la continuité de f’ n’est pas nécessaire). Ceci est
général, voir I'item suivant.

2. Le théroreme 4.2 est encore vraie sous 'hypothese plus faible (au lieu de f de classe C™) : f de
classe C"~ 1 et f(»=1 dérivable en a.

Le théoréme 4.2 (Taylor-Young) donne uniquement, pour a fixé, une information locale sur f (c’est-a-
dire une information sur le comportement de f au voisinage de a). Le théoréme 4.1 (Taylor-Lagrange)
donne une information locale plus précise (car il donne une précision sur la fonction h(z) de la formule de
Taylor-Young), comme nous allons le voir dans I’exemple suivant. Il donne aussi une information globale
sur f, méme si a est fixé (voir aussi I'exemple suivant). Une troisiéme formule de Taylor, la formule de
Taylor avec reste intégral, est encore plus précise. Elle nécessite la construction de l'intégrale, nous la
verrons donc au chapitre 5.

Exemple 4.1 (Exemples d’application des formules de Taylor) Nous commengons par une appli-
cation de la formule de Taylor-Young puis de celle de Taylor-Lagrange.

1. (Application de Taylor-Young, n = 1) Soit 0 < a < 1. La formule de Taylor-Young permet de
calculer la limite de f(z) = (z + 3)* — (z 4+ 1)® quand  — oo (en mettant = en facteur et en
utilisant la formule de Taylor-Young au voisinage de 0). Dans le cas particulier & = 1/2, une autre
démonstration possible, classique, consiste a utiliser I'astuce de la “quantité conjuguée”.

2. (Application de Taylor-Lagrange, n = 2) Soit —oo < a < 8 < 400, f une application de ]a, ]
dans R, de classe C?, et a €]a, 3[. On cherche un point a €], B[ t.q. f(a) = mingeq 0 f(2). Le
theoréme 4.1 permet de montrer les deux résultats suivants (voir la proposition 4.6) :

(a) (Condition Nécessaire) f(a) = mingejq ) f(z) = (f'(a) =0et f’(a) > 0).
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(b) (Condition Suffisante) (f'(a) = 0 et, pour tout = €]a, B, f"(z) > 0) = f(a) = mingejq) f(2).

Proposition 4.1 (Condition suffisante de dérivabilité en un point) Soit —co < a < 8 < oo, f
une application de |a, B[ dans R, continue, et a €]a, .

1. On suppose que f est dérivable sur ]a, B[\{a} et qu’il existe a1 € R t.q. lim,_,o f'(x) = a1. Alors
f est dérivable en a et f'(a) = a;.

2. On suppose que f est de classe C* sur ]a, B[\{a} et que, pour tout n € N*, il existe a, € R t.q. :
: (n) —
7%13((11]" () = ap.
Alors f est de classe C™ sur |a, B].

DEMONSTRATION : Cette proposition est démontrée dans ’exercice (corrigé) 3.12. L]

4.3 Fonctions analytiques (hors programme...)

Remarque 4.2 Soit f une application de R dans R, de classe C*°. Soit a,z € R (fixés). D’apres le
théoréme 4.1 (Taylor-lagrange), pour tout n € N, il existe ¢, € Int(a,z) t.q. :

e E—a)k gy (z—a)""" )
f(z)*;)ik! fk(a)+7(n+l)! S ().

On suppose (cette hypothese est forte) qu’il existe M € R t.q.

neN,yet(az) = |f™(y)] < M. (4.3)
On rappelle que a et x sont fixés. Sous 'hypothese (4.3), on a alors
—_ - (z —a)* (k)
o= Jm 32, (1.4)

Pour démontrer (4.4) (avec 'hypothese (4.3)), il suffit de remarquer que, grace & (4.1), on a, pour tout
n € N*

n (.T _ a)k *) ,yn—i-l
|f($)_ZTf (a)] < Mm avec v = |z — al,
k=0

et d’utiliser le petit lemme 4.1 donné ci-apres.
Lemme 4.1 Soit v > 0. Alors, lim,, ; yo 27 = 0.
DEMONSTRATION : . Pour n € N, on pose u,, = ZL,L On remarque que “2+ = %H 1l existe donc ng € N
t.q.

U 1

n>ng = — < S 2 U < Sup
n 2 2
Par récurrence sur n (& partir de ng), on a donc
n—ng
nzno:>0§un§<2) Upg-

Ce qui prouve que lim,, o u, = 0. n
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Exemple 4.2 Voici quelques exemples de fonctions f (de R dans R) satisfaisant I’hypothese (4.3) pour
tout a,x € R (le nombre M peut alors dépendre de a et x).

1. f est polynéme. Dans ce cas, il existe bien M (dépendant de a et z) vérifiant (4.3). Mais, pour
montrer (4.4), il est plus facile de remarquer que f*)(a) = 0 pour tout k > m, ot m est le degré du
polynéme f. La formule (4.4) découle alors directement de la formule (4.1) en prenant n =m + 1.

2. f(x) =sinz, f(z) = cosz (prendre M = 1),
3. f(z) = e® (prendre M = max(e®, e”), dans cet exemple M dépend donc de a et x).

La question suivante est alors naturelle :

Question : Soit f une application de R dans R, de classe C*°. A t-on :

pour tout a € R, il existe R > 0 t.q. |z —a| < R = f(z) = limyt00 D pep (I_Tf)kf(k')(a) ?

Réponse : En général, la réponse est “non”. Ave la remarque 4.2, on montre que la réponse est “oui” si
on a, pour tout a,z € R, 'hypothese (4.3) (c’est-a-dire que pour tout a,z € R il existe M vérifiant (4.3)).

Définition 4.1 Soit f une application de R dans R, on dit que f est analytique si :

1. f est de classe C*°,

2. pour tout a € R, il existe R > 0 t.q. |x — a| < R implique f(x) =lim, 100 Y p_y %f(k) (a).
L’hypothese (4.3) donnée dans la remarque 4.2 donne une condition suffisante pour que f soit analytique.
Exemple 4.3 On donne ici un exemple de fonction C'°*° non analytique.

f(z) =0, six <0,
ze_%, siz>0.

Pour cette fonction, on peut montrer les deux assertions suivantes:
1. f est de classe C*°,

2. f n’est pas analytique. Cet exemple est détaillé dans I’exercice 4.1. Le fait que f soit non analytique
est aussi une conséquence de ’exercice 4.25.

Remarque 4.3 (Analytique = développable en série entiére) Soit f une application de R dans
R. On dit que f est développable en série entiere si pour tout @ € R il existe une suite (a,)nen de
nombres réels et il existe R > 0 t.q.

n
. k
lz—al <R = f(x)_ngglmgak(x—a) : (4.5)
On peut montrer qu’'une fonction de R dans R est analytique si et seulement si elle est développable en
série entiere. En effet, si f est analytique, la définition 4.1 montre immédiatement que f est développable
en série entiere (on prend ap = f*)(a)/k! pour tout k dans (4.5)). La réciproque est plus difficile. On
suppose que f est développable en série entiere. Soit a € R et R > 0 vérifiant (4.5). On remarque tout
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d’abord que ag = f(a). Puis on montre (mais ce n’est pas détaillé ici) que f est dérivable au point
pour tout x t.q. |z — a| < R et que

n
_ o) — T k-1
|t —al < R = f'(z) = nEIEOOZkak(x a)t .
k=1
Ceci donne en particulier que f'(a) = a;. 1l suffit alors de faire une récurence sur n pour montrer que f
est de classe C™ sur la boule de centre a et rayon R et que kla, = ) (a). Finalement, on obtient le
deuxieéme item de la définition 4.1 et, comme a est arbitraire, on conclut bien que f est analytique.

Remarque 4.4 (analyse réelle versus analyse complexe)
voici une différence importante entre analyse réelle et complexe.

1. Soit f une application de R dans R. On a alors :

f dérivable partout % f de classe C*° %A f analytique.

2. Soit f une application de C dans C. La définition 3.1 donne une notion naturelle de dérivabilité de f.

On dit que f est dérivable au point « € C si ¢ a une limite (dans C) en 0, avec p(h) = w
pour h € C, h # 0. Noter aussi que, dans C, |z| est le module de z et joue le role de la valeur
absolue dans les définitions de limites. On peut alors définir aussi, comme dans le cas de R, les

fonctions de classe C*° et les fonctions analytiques. On a alors :
f dérivable partout = f de classe C*° = f analytique.

Une application f de C dans C dérivable partout, s’appelle “fonction holomorphe”. Comme pour le
cas des applications de R dans R, une application de C dans C est holomorphe si et seulement si elle
est développable en série entiere (voir la remarque 4.3 et remplager (a,)nen C R par (an)neny C C.)

4.4 Développements limités

Définition 4.2 (DLn) Soit —co < a < B < oo et f une application de |a, B[ dans R. Soit a €], B, on
suppose que f est continue en a. Soit n € N. Alors, f admet un “DLn” (pour “Développement Limité
d’ordre n) en a si il existe ag,...an, € R t.q. (pour x €la, f[) :

n

flz) = Z ar(x — a)* 4+ (x — a)"e(z), avec lim e(x) = 0. (4.6)

T—a
k=0

Autrement dit, il existe un polyndme de degré au plus n, noté P, t.q. f(z) = P(z)+ (z — a)"e(z) (avec
lim,_,,e(x) = 0). Comme cette formule n’est intéressante que au voisinage de a, on écrit ce polyndme
sous la forme donnée en (4.6), c’est-d-dire avec des puissances de plus en plus grandes de (x — a) (car,
pour k € N et pour |z — a| petit par rapport a 1, |x — al**1 est petit par rapport @ |x — al¥).

Remarque 4.5 Quelques remarques élémentaires sur les Développement Limités. On se place dans les
hypotheses de la définition 4.2.

1. Si f admet un DLn, les a (de la formule (4.6)), k =0, ..., n, sont uniques.
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(k)
2. Si f est de classe C", f admet un DLn en a et la formule (4.6) est vraie avec a* = fT(a) pour

k=0,...,n.
3. On suppose ici que n > 1. Alors :

f admet un DLn en a = f dérivable en a et f'(a) = a; (dans la formule (4.6)).

4. On suppose ici que n > 2. Alors :
f admet un DLn en a 7 f' définie dans un voisinage de a,

et on ne peut donc pas dériver f’ en a. On a bien f’(a) = a1, mais on ne peut pas dire que
f"(a) = 2as (dans la formule (4.6)). Un exemple est donné dans exemple 4.4.

5. On définit g (de Ja — a,8 — a| dans R par g(z) = f(x + a). Alors, f admet un DLn en a si et
seulement si g admet un DLn en 0 (et les coefficients du développement limité sont les mémes).

Exemple 4.4 On donne ici un exemple pour le quatrieme item de la remarque 4.5. Soit n > 2. On
définit f de R dans R par :

p+1’p
avec p € N* impair,

f(x) <

f(x) = 2" six €], 2] avec p € N* pair,
f(z) Jot1o 3]
(z)

Pour cette application, f’ n’est pas définie en % pour tout p > 1 (car f non continue en ce point) et f
admet un DLn en 0.

On peut souvent calculer un développement limité en utilisant la formule de Taylor-Young (formule (4.2)),
c’est ce qui est suggéré par le deuxiéme item de la remarque 4.5. On donne un exemple ci apreés (exem-
ple 4.5).

Exemple 4.5 Pour z < 1, on pose f(z) = ——. La fonction f est de classe C™ sur | — oo, 1[. On peut

1—x°
démontrer, par récurrence sur n que f(”)(x) = # pour tout n € N* et tout x < 1. On en déduit,
pour tout n € N*, le DLn en 0 de f :

1 =~
— = Zml +e(z)z™, avec lime(z) =0.
=0

l—l‘_ x—0

Proposition 4.2 (Opérations sur DL) Soit —co < a < 8 < oo et f,g deuzx applications de |a, ]
dans R. Soit a €]a, 8] et n € N*. On suppose que f,g admettent des DLn en a. Alors :

1. f+ g admet un DLn en a,
2. fg admet un DLn en a,
3. Sig(a) #0, f/g (bien définie au voisinage de a) admet un DLn en a.
Les DLn de f+g, fg et f/g (si gla) #0) se calculent & partir des DLn de f et g.
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DEMONSTRATION : Compte tenu du cinquiéme item de la remarque 4.5, on peut supposer a = 0 (ce qui
simplifie les formules).

Comme f, g admettent des DLn en 0, il existent des polynomes P et @), de degré au plus n, t.q., pour
tout z €]a, B,

f(z) = P(z) +2"e1(z), g(z) = Q(z) +2"e2(z),
avec lim, &1 (x) = lim, 0 e2(z) = 0.

Le premier item de la proposition est facile, il suffit de remarquer que (pour tout = €]a, g])

f(@) +g(x) = (P+Q)(x) + a"es(),
avec €3 = £1 + €. Le polyndéme P + @ est de degré au plus n et lim,_,ge3(z) = 0. On a bien montré que
la fonction f + g admet un DLn en 0 et on trouvé ce DLn.

Le deuxiéme item est & peine plus difficile. On remarque que (pour tout z €]a, 3[)

f(x)g(x) = P(2)Q(x) + 2™ (P(x)ez(x) + Q(x)e1(x) + 2 er()e(x)).

Le polynome PQ est de degré au plus 2n, on peut donc I'écrire PQ(z) = R(x) + 2"1S(z), olt R est un
polynéme de degré au plus n et S est un polynéme (de degré au plus n — 1). On obtient alors

f9(x) = R(z) + a"ea(x),

avec g4(x) = xS(x) + P(x)ea(x) + Q(x)e1(x) + 21 (x)ea(z). On a bien lim,_,ge4(x) = 0. Ce qui prouve
que fg admet un DLn en 0 et on aussi trouvé ce DLn (c’est-a-dire le polynéme R).

Le troisieme item est plus difficile. On pose b = ¢g(0). Comme b # 0 et que g est continue en 0, il existe
v > 0t.q. g(x) # 0 pour tout x €] —v,v[. On se limite donc maintenant & x €] — g,7[ et g(x) est bien
définie.

Pour = €] — +,~[, on pose h(z) =1 — # de sorte que g(z) = b(1 — h(x)) et

@) 1
O =TTy

Noter que h(z) # 1 car g(z) # 0 (puisque = €] —7,7[). Comme h(0) = 0 (et que h est continue), le
théoréme des valeurs intermédiaires (théoréme 2.2) donne méme que h(z) < 1 pour tout z €] — v, 7|.
Q=)

La fonction i admet un DIn en 0. Plus précisément, en posant T'(z) = 1 — ==, la fonction 7" est un
polynome de degré au plus n et on a
h(z) =T () + 2"es(x), avec lin%) es(z) = 0. (4.7)
r—

Comme h(0) = 0, on a nécessairement (grace a la continuité de T' et h en 0) T(0) = 0 et donc T'(z) =
xS(x), o S est un polynéme (de degré au plus n — 1).

On pose maintenant p(z) = % (de sorte que % = %gp). Pour montrer que % admet un DLn en 0 (et
trouver ce DLn), il suffit donc, compte tenu du deuxiéme item de cette proposition, de montrer que ¢
admet un DLn en 0 (et de trouver ce DLn). Pour obtenir le DLn de ¢ en 0, on utilise 'exemple 4.5 qui

donne, pour tout y < 1,

y—0

1 n
Ty =1+ ;yk +y"e(y), avec lime(y) =0.
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(On rappelle qu’en posant £(0) = 0 on a & continue en 0.) On a donc (pour tout = €] — v, ¥])

pl2) = 1 1+ (h( (x))"e(h(2))-
k=1
En utilisant (4.7) et T(z) = 25(z), on obtient (h(z))"e(h(z)) = 2"(S(z)+2" tes(x))"e(h(z)) = 2"eq(x),
avec lim,_,geg(x) = 0 (car h(0) = &(0) = 0 et h et & sont continues en 0). Ce qui donne

wm)]f 1+z: z) + z"es(2))F + 2"eq (). (4.8)

On remarque maintenant que pour tout k € {1,...,n} il existe un polynéme T} de degré au plus n t.q.
(T(x) + 2"e5(x))F = Ti(x) + 2"k () avec lim, o nx(z) = 0. Ceci peut se démontrer en développant la
formule (T(x) + x™e5(z))*. On peut aussi montrer ce résultat par récurrence (finie) sur k& (et on obtient
aussi ainsi les polynomes Ty). C’est cette seconde méthode que nous utilisons ici.

Initialisation : Pour k =1,ona Ty =T (et n; = ¢€5).
Calcul de T} connaissant T (k€ {1,...,n—1}) : Comme (T(z) + z"e5(z))* = Tj.(z) + 2"k (),

e (T(@) + 2"es(@))*+ = (Tu(e) + o"n(@)) (T() + 2"es(a))
~ TL(@)T(2) + o™ (T(@)mee) + Te()es(r) + 2 me(@)es (@)

Le polynome T}, T peut s’écrire Ty, (2)T(x) = Tjy1(z) + 2" TSk (x), olt Tyy1 est un polynome de degré au
plus n et Sk est un polynome (de degré au plus n — 1). On obtient ainsi

(T(x) +a"es ()" = Thosr (@) + 2" k41 (2), (4.9)

avec Ni1(x) = xSk (x) + T(x)me(x) + Ti(z)es(x) + " nr(2)es (), et done limgo 1p41(x) = 0. Ce qui
termine la récurrence.

On utilise maintenant la formule (4.9) dans (4.8) pour obtenir
o(z) = Tj——f_1+§:n; ) 4 a"eq(z),

avec £7 = €6+ Y _p—q Mk, €t donc lim,_,oe7(z) = 0. Ce qui donne le DLn en 0 de ¢. On en déduit ensuite
(par le deuxieéme item de cette proposition) le DLn de 5 en 0. [

Proposition 4.3 (Composition de DL) Soit f une application de |a, f] dans R et a €]a, B[. Soit g
une application de |y, [ dans R et b €]y, d[. On suppose que g(b) = a. Soit n € N*. On suppose que f et
g admettent des DLn, en a pour f et en b pour g. Alors f og admet un DLn en b et ce DLn se calcule
a partir des DLn de f et g.

DEMONSTRATION : Dans la proposition 4.2, nous avons en fait démontré cette proposition dans un cas
particulier (correspondant ici a prendre a = b = 0 et pour f l'application z — ——, définie sur | — oo, 1[).
Pour la démontrer dans le cas général demandée ici, on reprend essentlellement la méme méthode que
dans la proposition 4.2.
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On commence par remarquer qu’on peut toujours se ramener au cas a = b = 0. En effet, Il suffit de poser
F(z) = f(xr+a) et G(x) =g(x+b) — g(b). Les DLn de f et g en a et b donnent les DLn de F et G en
0. Puis, comme f(g(z + b)) = F(G(z)),le DLn de F oG en 0 donne le DLn de fog en b.

On suppose donc maintenant que a = b = 0.
Comme g est continue en 0 et g(0) = 0 €], 8], il existe w > 0 t.q.
z €] —w,+w[= g(z) €]a, B].

La fonction fog est donc bien définie sur I'interavelle | —w, +w[. On se limite dans la suite & © €] —w, +w|.
Comme g admet un DLn en 0, il existe un polynome @ de degré au plus n t.q. g(z) = Q(z) + "1 (x)
(pour tout = €] — w, +w[) et lim,_,0e1(z) = 0, c’est-a-dire €1 continue en 0, en posant £1(0) = 0.
Comme f admet un DLn en 0, il existe un polynéme P de degré au plus n t.q. f(y) = P(y) + y"e2(y)
(pour tout y €]a, B]) et lim,_,ge2(y) =0, , c’est-a-dire €5 continue en 0, en posant £2(0) = 0.

On en déduit, pour tout = €] — w, +w|, en prenant y = g(x)
fg(x)) = P(g(x)) + g(x)"e2(g(x)) = P(g(x)) + g(x)"es(x), (4.10)
avec €3 = €9 0 g et donc €3(0) = 0 et £3 continue en 0. On rappelle aussi que
9(x) = Q(z) + 2"e1 ().

Or Q(0) = g(0) =0 (car Q et g sont continues en 0). Ceci montre que @ est un polynéme qui s’annule
en 0. Il existe donc un polynéme R (de degré au plus n — 1) t.q. Q(z) = xR(z). Ceci montre que

g(z) = 2(R(z) + 2" "e1(@)).

En reportant cette égalité dans (4.10) on obtient

flg(x)) = P(g(x)) + z"ea(x), (4.11)
avec £4(x) = (R(z) + 2" te1(x))"e3(z). On a donc aussi 4 continue en 0 et £4(0) = 0. Enfin, comme P
est un polynéme de degré au plus n, il existe ag, ..., a, t.q.

P(y) = ao + Zakyk-
k=1

Comme g(x) = Q(z) + z™e1(x), on a donc

n

P(g(x)) = ao + Y _ ax(Q(x) + z"e1 (2))*.

k=1

On reprend maintenant une partie de la démonstration de la proposition 4.2. Pour tout k& € {1,...,n} il
existe un polynome Q. de degré au plus n t.q. (Q(z)+z"e1(x))* = Qr(z)+2"nk () avec lim, o 7k (z) = 0.
On obtient alors, avec (4.11),

flg(@) = a0+ Y arQx(x) + 2"e5(x),

k=1

€5 =4+ Y p_; ATk, et donc lim,_,ge5(z) = 0. Ce qui donne le DLn en 0 de fog. n
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Proposition 4.4 (DL de f a partir du DL de f') Soit f une application de ], B[ dans R, dérivable.
Soit a €]a, B]. On suppose que [’ admet un DLn en a. Alors f admet un DL(n+1) en a et le DL(n+1)
de f se calcule a partir du DLn de f’.

DEMONSTRATION : Ici encore, on peut se limiter & considérer le cas a = 0. Comme f’ admet un DLn
en 0, il existe ag, ..., a, t.q. (pour tout = €]a, 8])

z—0

f(z) = Z apz® + 2"e(z), avec lim e(z) = 0.
k=0

On “devine” alors ce que doit étre le DL(n + 1) de f en 0. Pour le montrer, on définit la fonction ¢ de
Ja, B par

n

plr) = fla) = 3 gkt
— k+1

la fonction ¢ est dérivable sur o, 5], et ¢'(z) = z™e(x), pour tout = €, [].

Pour z €]a, [, on utilise le théoréme des accroissements finis (théoreme 3.2) sur lintervalle dont les
bornes sont 0 et z. Il donne Pexistence de ¢, € Int(0,z) t.q. p(z) — ¢(0) = z¢'(z) = zcle(c,). Comme
|cz| < |z|, on en déduit

ag
k+1

lp(x) = (0)] = |f(z) = ) M — £(0)] < Ja[" e () (4.12)
k=0

avec €1(z) = max{|e(y)|, ¥ € Int(0,2)}. Comme lim,_,oe(x) =0 on a aussi lim,_,¢e1(z) = 0. De (4.12)
on déduit alors

fl@)=f0)+> %xm b ey(2),
k=0

avec |ea(z)| < e1(x) et donc lim,_gea(z) = 0. Ce qui donne le DL(n + 1) de f. n

4.5 Exemples (formules de taylor, DL)

En pratique, pour trouver un développement limité on utilise souvent la formule de Taylor Young si
la fonction est “simple” (et réguliere) ou l'une des propositions du paragraphe 4.4 si la fonction est
“compliquée”. On donne maintenant quelques exemples.

Exemple 4.6 Soit P un polynéme (non nul) de degré d. Alors P est de classe C*° (sur R) et le reste

du DLn (c’est-a-dire le terme (z — a)™h(x) dans la formule (4.2) ou le terme (b(;‘jr);)! ' f+N(c) dans la

formule (4.1)) est nul pour n > d. (Donc, P est analytique.)

Exemple 4.7 On prend ici f(x) =In(1 + z), pour z > —1 (la fonction f est analytique sur | — 1, +00[).
On peut calculer, par exemple, son DL2 en 0. Comme f'(0) = 1 et f’(0) = —1, on trouve f(z) =
x — 1—22 + x2¢(x), avec lim, o e(x) = 0.

Exemple 4.8 On prend ici f(z) = sinz, x € R (la fonction f est analytique sur R). On remarque que
f@)(z) = (=1)Psin(z) et fCPHD(2) = (=1)P cos(z) pour p € N et 2 € R. On en déduit, par exemple,
avec la formule (4.2), le DL4, de f en O :

3

sin(z) =z — Ty zle(x), avec lim e(z) = 0.
6 x—0
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Exemple 4.9 On prend ici g(x) = cosz, z € R (la fonction g est analytique sur R). On remarque que
g (z) = (=1)P cos(z) et g?P*tV)(z) = (—1)PT!sin(x) pour p € N et € R. On en déduit, par exemple,
avec la formule (4.2), le DL3, de g en O :

2
T i =
cos(z) =1 5 + z°e(x), avec chlir%)s(x) 0.
Exemple 4.10 On prend ici h(z) = tanz, z €]—7n/2, 7 /2] (la fonction h est analytique sur |—7/2,7/2[).
Pour trouver, par exemple, le DL3 en 0, on peut utiliser deux méthodes :

1. (Premiere méthode) Calculer h(0), A'(0), h”(0), h"(0) et utiliser la formule (4.2),
2. (Deuxiéme méthode) Faire le quotient des DL de f et g.

On trouve (dans les deux cas !)

3
tan(zr) = = + % +2%¢(x), avec lim e(z) = 0.

z—0
Exemple 4.11 On prend ici ¢(z) = arctanz, x € R. La fonction ¢ est donc la fonction réciproque de
la fonction tan, notée h dans ’exemple 4.10, on garde ici cette notation. La fonction v est définie sur
R (et elle est analytique). Pour calculer, par exemple, son DL3 en 0, on peut commencer par utiliser la
proposition 3.4 sur les fonctions réciproques, elle donne que ¢’(h(z))h’(z) = 1 pour tout z €] — /2, 7/2].
Comme h/(x) = 1+ tan?(x) = 1 + (h(z))?, on obtient

Y (x) pour tout z € R. (4.13)

T 1422
On obtient alors le DL3 de % en 0 en calculant les valeurs en 0 de v et ses trois premieres dérivées (avec
la formule (4.13) ou avec la proposition 4.5) :

3
_._ T 3 : _
arctan(z) = o 3 +z°¢(z), avec 31:13% e(z) =0.
Proposition 4.5 Soit —00 < a < b < 400, —00 < a < f < 400 et f une application de |a,b] dans
e, B, strictement croissante, continue, bijective. On note g la fonction réciproque de f. On suppose que
[ est dérivable et f'(x) # 0 pour tout x €]a,b[. Alors :

1. g dérivable de ¢'(x) = m pour tout x €], B].

2. Pour toutn € N, on a :
f de classe C™ = g de classe C™.

Donc, si f de classe C™, g admet un DLn en tout point de |, B[. (Pour calculer le DLn de g, si
on connait les dérivées de f, on trouve celles de g en dérivant la formule ¢'(z)f'(g(x)) =1.)

DEMONSTRATION : Le premier item a été démontré dans la proposition 3.4.
On montre le deuxiéme item par récurrence sur n. Le cas n = 0 a déja été vu (théoreme 2.5). On
commence la récurrence a n = 1.

Initialisation : n = 1. On suppose que f est de classe C'. On a alors g continue (théoréme 2.5) et f’
continue (par hypothese). On a donc f’og continue et, comme f’ o g ne s’annule pas, on a aussi 1/(f'og)
continue, c’est-a-dire g’ continue. La fonction ¢ est donc de classe C'.
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Passage de n a n+ 1 : Soit n € N*.On suppose que
f de classe C™ = g de classe C".

et on veut montrer que
f de classe C"1 = ¢ de classe C"L.

On suppose donc que f est de classe C"*1. On a donc f’ de classe C™. De plus, comme f est de classe
C™, 'hypothese de récurrence donne que g est de classe C™. Par composition, on en déduit que f’ o g est
de classe C™ et donc, comme f’ o g ne s’annule pas, que 1/(f’ o g) est de classe C™. Ceci donne donc que
g est de classe C™ et donc que g est de classe C"*1. Ce qui termine la récurrence. [

On revient sur le deuxiéme item de I’exemple 4.1 sur la recherche des extrémas d’une fonction.

Définition 4.3 Soit f une application de R dans R et a € R. On dit que f admet un minimum local en
a si il existe vy > 0 t.q. :
zER, |z —a| <v = f(a) < f(x).

La proposition suivante donne des conditions nécessaires et une condition suffisante pour que f admette
un minimum local en a (grace a la formule (4.1), formule de Taylor-Lagrange).

Proposition 4.6 Soit f une application de R dans R et a € R. On suppose f dérivable en a. Alors, si
f admet un minimum local en a on a nécessairement f'(a) = 0. Plus précisément, si f est de classe C?,
on a :

1. (Condition Nécessaire) f admet un minimum local en a = f'(a) =0 et f"(a) > 0.
2. (Condition Suffisante) f'(a) =0, f"(a) >0 = f admet un minimum local en a.

DEMONSTRATION :
Condition Nécessaire. On suppose que f est dérivable en a et que f admet un minimum local en a.
Il existe donc a > 0 t.q. f(a) < f(z) pour tout = €Ja — a,a + «[. Pour 0 < h < v on a donc

fla+h) - f(a)

> 0.
Y >
On en déduit que f'(a) = limp—0.5>0 M >0.
On remarque maintenant que pour —a < h < 0 on a
flath)~fa) _,
3 <
On en déduit que f/(a) = limp_,0,n<0 w < 0. Finalement, on a bien montré que f’(a) = 0.

On suppose maintenant de plus que f est de classe C2. Pour montrer que f”(a) > 0, on peut utiliser
les formules de Taylor-Lagrange ou de Taylor-Young. On le fait ici avec la formule de Taylor-Young. La
formule (4.2) donne, pour tout z €]a — a, a + «f,

f(x) = f(a)+ f'(a)(x — a) + %(x —a)?f"(a) + (z — a)*h(z), avec lim h(z) = 0.

T—ra

Comme f’(a) =0 et f(x) > f(a), on a donc, pour tout = €]a — a,a + «f,

f"(a) > 2h(z).
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Quand = — a, on en déduit f”(a) > 0.

Condition Suffisante. Comme f”(a) > 0 et f” continue en q, il existe a > 0 t.q. f(y) > 0 pour tout
y €la — o,a + af. On va montrer que f(x) > f(a) pour tout x €]a — o, a + [ en utilisant la formule de
Taylor-Lagrange (on ne peut pas conclure ici avec la formule de Taylor-Young). Soit z €)a — a,a + af,
x # a. D’apres la formule (4.1), il existe ¢, € Int(a, ) t.q.

1
(@) = f(a) + f'(a)(@ = a) + 5(z = a)* " (ca).
Comme f’(a) =0et f’(c;) > 0 (car ¢z €]a— a,a+ «af), on a donc f(z) > f(a). On a bien montré que f
admet un minimum local en a. L]

Les notions que nous venons d’introduire (limite, continuité, dérivée, développements limités) permettent
détudier des fonctions de R dans R (ou d’un intervalle de R dans R). Plusieurs exercices sont consacrés
a cette question. On rappelle maintenant la notion d’asymptote, utilisée dans plusieurs exercices. Par
exemple, si f est une application de R dans R et a, b € R, la droite d’équation x — ax + b est 'asymptote
de f en +oo si limg_ 1 o0 (f(z) —ax —b) = 0.

4.6 Equivalents

Définition 4.4 Soit —c0o < a < f < oo, a<a < f et D D)o, B[\{a}. Soit f,g deuz applications de D
dans R. On dit que f ~ g en a (ou que f(x) ~ g(x) en a) si f(z) = g(x)(1 + e(x)) au voisinage de a,
avec lim,_,, e(x) = 0.

Sous les hypotheses de la définition 4.4, si a € R, la phrase “f(z) = g(x)(1 + ¢(x)) au voisinage de a”
signifie qu’il existe v > 0 t.q. f(z) = g(x)(1 + ¢(z)) pour tout z € [a —v,a+ ] N D. Si a = +oo, elle
signifie qu’il existe M € R t.q. f(x) = g(x)(1 + e(z)) pour tout z € [M,+oo[. Si a = —o0, elle signifie
qu'il existe M € R t.q. f(z) = g(z)(1 + &(x)) pour tout = €] — oo, M].

Remarque 4.6 Deux propriétés simples, sous les hypotheses de la définition 4.4.
1. f~gena< g~ fena.

2. Si f (ou g) est non nulle au voisinage de a (sauf éventuellement en a), on a alors :

f~gena<lim,,, f(x)/g(z) =1.
Exemple 4.12 Soit a € R et f une application définie au voisinage de a, & valeurs dans R. Alors :
1. Si f dérivable en a et f'(a) # 0, on a alors f(z) — f(a) ~ (x — a)f'(a) en a.
2. Si f de classe C?, f’(a) =0 et f”(a) # 0, on a alors f(z) — f(a) ~ @f”(a) en a.

Voici des applications immédiates de ’exemple 4.12 :

sinx ~x en 0, cosz — 1 ~ —22/2 en 0.

Proposition 4.7 (Produit d’équivalents) Soit a € R U {400, —0c0} et f,g,p,% quatres applications
définies au voisinage de a, d valeurs dans R, t.q. f ~ g, o ~ 1 en a. Alors, fp ~ gip en a.
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DEMONSTRATION : On suppose a € R (les cas a = +00 sont laissés en exercice). Il existe v > 0 t.q., pour
tout z € [a —v,a + 7],
f@)=g(@)(1+e1(x)), avec lim e1(z) =0,

r—a

o(x) =P(z)(1 +e2(x)), avec lim ex(z) = 0.

r—a
On a alors
f@)e(z) = g(x)v(x)(1 + e3(x)),
avec €3 = €1 + €2 + €162. On a donc lim,_,, e3(x) = 0, ce qui prouve que fo ~ g en a. n

Il y a un piege avec les équivalents. Sous les hypotheses de la proposition 4.7 (on a donc f ~ g et ¢ ~ ¢
en a) on n’a pas toujours f + ¢ ~ g + 1 en a. Voici un exemple simple. On prend a = 0 et, pour tout
x > —1, f(z) = sinz, g(x) = z, p(xr) = —In(1 + ), () = —x. On a bien f ~ g et ¢ ~ 1 en 0.
Pourtant, (f + ¢) % (g +v) en 0. En fait, pour comprendre cette difficulté, il suffit de remaquer que
f ~0en aimplique f = 0 au voisinage de a. L’exercice 4.9 donne toutefois un cas particulier pour lequel
f~get o ~1enaimplique f4+ ¢ ~ g+ 1 en a. 1l s’agit du cas ou g = Ah, ¥ = ph avec A\, u € R et
A+ p#0.

Définition 4.5 (“petit 0” et “grand O”) Soit —o0o < a < < o0, a <a < f et D D]a, B[\{a}. Soit
f, g deuz applications de D dans R

1. On dit que f = o(g) en a si f(z) = g(x)e(x) au voisinage de a, avec lim,_,, e(x) = 0.

2. On dit que f = 0(g) en a si il existe C > 0 t.q. |f(z)| < C|g(x)| au voisinage de a.

4.7 Exercices

Exercice 4.1 (Fonction C* non analytique)
On définit f de R dans R par :

1
z

f(@)
fx) =

1. Montrer que f est de classe C*° sur | — 0o, 0[ et sur 0, ool.

, six >0,
siz <0.

o=
2. Montrer que, pour tout n € N; il existe un polynome p,, t.q.

§09 () = 2ok =2

an €

, six > 0.

3. Soit n € N.
(a) Soit p € Z, Montrer que :

lim
z—0,z>0 xP

[On rappelle que e* > Z—(; pour tout u > 0 et tout g € N.]
(b) Montrer que lim, o f(™ (x) = 0.

4. Montrer que f est de classe O (sur R).
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5. Montrer que f n’est pas analytique.
Exercice 4.2 (DL, exemple 1)
On définit f sur | — oo, 1] par :

f(z) = arctan

Donner le développement limité a 1’ordre 3 de f en 0.

Exercice 4.3 (DL d’un polyndme...)

Donner le développement limité & I'ordre 7 en —1 de la fonction f définie sur R par f(z) = z* — 1.

Exercice 4.4 (Utilisation des DL)

Donner la limite en 0 de f définie sur ]0, co[ par :

Exercice 4.5 (DL, exemple 2)
On définit f sur R par f(z) = e T siw #0et f(0) =0.
1. Montrer que f est de classe C*°. [Reprendre un exercice précédent. . . .]
2. Calculer [’ et f”.
3. Montrer que f est paire, donner son tableau de variation et sa limite en +oc.

4. Donner le développement limité de f en 0.
Exercice 4.6 (DL, exemple 3, fastidieux...)
On définit f sur |0, 00[ par f(x) =4/ w
1. Montrer que f admet une limite (finie) en 0, notée I. On pose dans la suite f(0) = I.

2. Donner un développement limité a l'ordre 3 en 0 de f.

Exercice 4.7 (DL d’une fonction réciproque)

On définit f sur R par f(x) = 2z + sinz.

1. Montrer que f est une bijection de R dans R, strictement croissante. On note, dans la suite, g sa
fonction réciproque.

2. Montrer que f et g sont dérivables en tout point de R.

3. Donner le développement limité a l'ordre 3 en 0 de g.

Exercice 4.8 (Condition nécessaire et condition suffisante de minimalité)

Soit f une application R dans R et a € R.

1. On suppose que f est de classe C! et que f admet un minimum local en a. Montrer que f’(a) = 0.

87



2. On suppose que f est de classe C2, f'(a) = 0 et f”(a) > 0. Montrer que f admet un minimum
local en a.

3. Donner un exemple pour lequel f est de classe C2, f'(a) = 0, f”(a) = 0 et f n’admet pas un
minimum local en a.

Exercice 4.9 (Equivalents)

1. Soit @ > 0. Montrer que ((1 +z)* —1) ~ ax en 0.
2. Montrer que (1 + z + 22) ~ 2% en +o0.

3. Soit f, g, h des applications de R dans R et A,z € R. On suppose que f ~ Ah et g ~ ph en 0 et
que A+ p # 0. Montrer que (f 4+ ¢g) ~ (A+ u)h en 0. Donner un exemple ou ce résultat est faux si
A4+ p=0.

4. Soit f et g des applications de R dans R. On suppose que f(z) > 0 et g(x) > 0 pour tout = € R,
f~gen0etlim, o f(z) =o00. On pose h(xz) = In(z) pour = > 0. Montrer que ho f ~ hogen 0.

5. Soit f, g, h des applications de R dans R. On suppose que f ~ h en 0 et que g = o(h) au voisinage
de 0. Montrer que (f +g) ~ h en 0.

Exercice 4.10 (Limite en 0)

Trouver les limites en 0 des fonctions suivantes, définies sur R* :

1 1 arctan(z) — x e® — cos(x) — sin(z)

f(z) = E(W —cos(z)), g(x) = “en(z) -z h(z) = 22

Exercice 4.11 (DL3)
Calculer le DL3 en 0 de f définie pour x €] — 1,1[ par f(z) = sin(z) — cos(z) + tan(z) + .
Calculer le DL3 en § de f définie pour = €]0, [ par f(z) = In(sin(z)).

Exercice 4.12 (DL4)
Donner le DL4 en 0 des fonctions suivantes (définies de R dans R) :
fl@) =1+ V1+a2)7, gla) = e,

Exercice 4.13 (DLn)
On définit f de R dans R par :

Montrer que f est continue en 0 et admet un DLn en 0, pour tout n € N*.

Exercice 4.14 (Equivalents)
Soit f, g, p, 1 définies pour tout x € R par f(z) = 2% + 1, g(z) = 2* + 1, p(x) = 23 — 3z, Y(z) = 2°.

1. Montrer que f ~ g en 0.

2. Montrer que In(f) et In(g) sont définies sur | — 1, 00 et que In(f) 7 In(g) en 0.
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3. Montrer que ¢ ~ 1 en 4o00.

4. Montrer que e? £ e¥ en 400.

Exercice 4.15 (Fonction indéfiniment dérivable et 4 support compact)

On définit f de R dans R par :
flz) =0, six <-—1,

1
flx)=e=?1 s —1<z<]l,
fl®)=0, siz>1.

1. Montrer que f est continue en tout point de R

2. (a) Montrer que f est de classe C* sur | — 1, 1].
(b) Soit n € N*. Montrer qu’il existe deux polynomes p,, et ¢, t.q.:

f(")(x) = p"éa:;ew;l, pour tout —1 <z < 1.
qn\®

(On ne demande de calculer p,, et g, mais seulement de montrer leur existence.)
(c) Soit n € N*. Montrer que lim, 1 ,<1 f™(z) = 0.
3. Montrer que f est de classe C* sur R. [On pourra utiliser le résultat suivant, vu en cours et en
TD : Soit —c0 < b < a < ¢ < oo et g une application de ]b, ¢[ dans R. On suppose que g est

dérivable pour tout x €]b,c[, x # a, et que ¢’ (définie sur |b, ¢[\{a}) admet une limite en a, notée I.
Alors, g est dérivable en a et ¢'(a) = 1.

4. Soit n € N*, donner le développement limité de f, a 'ordre n, au point 1.

Exercice 4.16 (Calcul de limites)
Soit a € R, a > 0. Pour # € R, on pose f(z) = (2% + 1)* — (22 + 2)*.

1. Calculer lim,_, 1o f(z) dans les cas simples suivants : a =2, a =1, a = %

2. Calculer lim,_, o f(x) (en justifiant les calculs). [distinguer les cas 0 < a <1 et a > 1.]

Exercice 4.17 (Dérivabilité d’un quotient, utilisation des développements limités)

Soit f, g deux fonctions de R dans R, de classe C! (c’est-a-dire dérivable en tout point de R et de dérivée
continue). On suppose que f(0) = g(0) =0 et g(x) # 0 si « # 0. Pour tout  # 0, on peut donc définir
h(z) en posant :
h(z) = L&)
9(x)
1. On suppose, dans cette question, que, pour tout = € R, f(x) = sinz et g(z) = z
limg_, h(x) = +o0.

3. Montrer que

Dans la suite de I'exercice on suppose qu’il existe a € R t.q. lim,_,o h(z) = a et on pose h(0) = a.

2. Montrer que h est une fonction continue de R dans R, dérivable en tout point = de R*. Pour x # 0,
donner h'(z) en fonction de f(z), g(z), f'(x) et ¢'(x).

89



3. On suppose que ¢'(0) # 0. Montrer que lim,_,o h(z) = 5:28; (et donc que a =

f’(O))
g’ (0) /-
4. On considere, dans cette question, les fonctions f et g suivantes :

_ 9 _ x+a% sixz>0,
f(z) =+ 2°, pour tout z € R, g(x)—{xzz’ Giz<0

Montrer que f et g sont bien de classe C* sur R et que ¢’(0) # 0. Donner la limite de h(z) quand
x — 0. Montrer que h n’est pas dérivable en 0.

5. On considere, dans cette question, les fonctions f et g suivantes (de classe C*° sur R):
f(z) =In(1 +2?), pour tout z € R,  g(x) = (2 +sinz), pour tout = € R.

Donner la limite de h(x) quand z — 0. Montrer que h est dérivable en 0 et que h est de classe C'!
sur R.

6. On suppose maintenant que f et g sont de classe C? sur R et que ¢’(0) # 0.

(a) Montrer que h est dérivable en 0 et calculer h’(0) en fonction de f'(0), ¢’(0), f”(0) et g’ (0).

(b) Montrer que A’ est continue en 0 et en déduire que h est de classe C! sur R.

7. On ne suppose plus que ¢'(0) # 0 mais on suppose que f et g sont de classe C* sur R et qu’il existe
n > 1t.q. g7 (0) # 0 et, pour tout k < n, g¢¥)(0) = 0. (On suppose toujours que lim, o h(x) = a.)

(a) Montrer que f*)(0) =0 pour tout k < n.

(n)
(b) Montrer que a = %.
(¢) Montrer que h est dérivable en 0 et calculer A’(0) en fonction de £ (0), ¢ (0), f**t1(0) et

g(n+1) (0)

(d) Montrer que h’ est continue en 0 et en déduire que h est de classe C* sur R.

Exercice 4.18 (Développement limité curieux)
On dijcefinit f de R dans R par:
1
e =2 six #0,
10) = o.
1. Montrer que f est continue en 0.
a

. U
2. Soit ¢ € N*. Montrer que, pour tout u > 0, e* > -
q!

f(z)

3. Soit n € N*, montrer, en utilisant la question prijcecijcedente, que lim,_,o — = = 0. En dijceduire
T

que f admet un dijoceveloppement limitijce d’ordre n en 0 et donner ce dijoceveloppement.

Exercice 4.19 (Etude de la fonction z — x arctan x)

Etudier la fonction f définie sur R par :
f(z) =zarctanz, x € R.

[Montrer que f est paire. Calculer f’ et f”. Etudier les asymptotes.]
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Exercice 4.20 (Etude d’une fonction (3))
Soit a € R. Soit f la fonction définie de R* dans R par :

f@)=a(l+ xQ)% —cosz
1. Calculer en fonction de a la limite de f en 0. En déduire que f peut étre prolongée par continuité
sur R.
Dans la suite, on note de nouveau f ce prolongement a R. On note Cy le graphe de f.
2. Montrer que f est de classe C! sur R*.
3. Montrer que f est de classe C'! sur R et préciser en fonction de a la dérivée de f en 0.

4. Donner la tangente & Cy en (0, f(0)) et préciser en fonction de a la position locale de Cy par rapport
a cette tangente.

Exercice 4.21 (Maximum/minimum)

1. Soit a,b € R, a < b, et f : [a,b] — R une fonction.
(a) On suppose dans cette question que f est deux fois dérivable et que pour tout = € [a,b],
f"(x) <0. Montrer que pour tout x, on a f(z) > min{f(a), f(b)}.
(b) On suppose maintenant que f est une seule fois dérivable et que f atteint son maximum en a.
Montrer que f’(a) < 0. Donner un exemple de cette situation ot on a f’(a) < 0.
2. Soit f: R — R une fonction, et soit ¢ un nombre réel.
(a) On suppose que f est de classe C*. Si f'(a) = f"(a) = f®(a) = 0 et f®(a) # 0, montrer
que f a un maximum ou minimum local en a.

(b) On suppose que f est de classe C3. Si f'(a) = f”(a) =0 et f®)(a) # 0, montrer que f n’a ni
maximum ni minimum local en a.

(c) On suppose que f est seulement continue et qu’elle tend vers +oo lorsque x tend vers +o0o ou
—o0. Montrer que f est minorée et qu’elle atteint sa borne inférieure.

Exercice 4.22 (Limites)

1. Calculer les limites suivantes :

2
T
limﬂ, lim vx2+4+2x+2+x, lim 22 +2x+2+z,
r—— 00

x—0 ;I,‘Q Tr—+00

arctanx —

z—0 sinx —x

I= lim (mH) .
r—+o0 X

)$ lorsque x tend vers +oo.

2. Calculer

z+1

x

Donner un équivalent de [ — (
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Exercice 4.23 (Calcul approché de sin(1))

Donner une valeur approchée de sin (1) & 10~%-pres, c’est-a-dire donner un nombre réel [ tel que |sin (1) —
] <1075, [On pourra utiliser la formule de Taylor-Lagrange & un ordre convenable & déterminer ; on
remarquera que le reste dans cette formule se borne facilement.]

Exercice 4.24 (Quotient différentiel pour approcher f”) Soit f: R — R une fonction et soit a un
réel fixé. Pour h # 0, on pose
fla+h)+ fla—h)—2f(a)

A(h) = = .

1. On suppose que f est de classe C2. Montrer que A(h) tend vers f”(a) lorsque h tend vers 0.

2. On suppose que f est de classe C* et qu'il existe M € R t.q. pour tout réel z, on ait |f©) ()| < M.
Montrer que pour tout h # 0, on a

[A(h) = f(a)] < Mh/3.

Exercice 4.25 (Une fonction analytique s’annule rarement. ..) Soit f une fonction analytique de
R dans R. On suppose que f n’est pas identiquement nulle (c’est-a-dire qu’il existe z € R t.q. f(z) # 0).
On note A = {z € R t.q. f(z)=0}.

1. Montrer que A ne contient aucun intervalle ouvert de R.

2. Soit a € R. Montrer qu'’il existe p > 1 t.q. £ (a) # 0.

Exercice 4.26 (Inégalité de Lojasiewicz) Soit f une fonction analytique R dans R. On suppose que
f n’est pas identiquement nulle. On suppose aussi que f(0) =0 et f/(0) = 0. Soit p € N t.q. f@(0)=0
pour ¢ < p et f(p)(O) # 0. (Un tel p existe d’apres I'exercice 4.25.) Montrer qu’il existe v > 0 et R > 0
tels que
1 .
[f(@)'77 <Alf' ()] si 2] < R

[On pourra utiliser le développement de Taylor de f en 0 et les propriétés vues dans la remarque 4.3.]

4.8 Exercices corrigés

Exercice 4.27 (Corrigé de l’exercice 4.1)
On définit f de R dans R par :

1
=

flx)=e"=, sixz >0,
f(z) =0, siz <0.
1. Montrer que f est de classe C°° sur | — oo, 0[ et sur 0, ool
corrigé
Sur | — 00, 0], f est constante et est donc de classe C'°.

Sur |0, +oof, f est de classe C*° car c’est la composée de la fonction = f%, qui est de classe C'*°
sur |0, +o0l, et de x +— e*, qui est de classe C° sur R.
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2. Montrer que, pour tout n € N, il existe un polynéme p,, t.q.

n pu(z) 1 .
™ (x )— o € siz > 0.

corrigé

On raisonne par récurrence sur n € N,

Initialisation. Pour n = 0, on a bien, pour > 0, f(z) = pc;i(ow)e_% en prenant pour pg le polynome
constant et égal a 1.

Hérédité. Soit n € N. On suppose qu’il existe un polynoéme p,, t.q.

f(n)(.L) — pn(f) 67%, si x> 0.

5132”

On a alors, pour z > 0 :

/
(n+1)/,.N _ (P (z) pn () ipn(l) -1
f " (l) 7( ;2n nx2n+1 + T2 p2n )6 :
On en déduit que f 1) (z) = 1;’;(*,}+1> e~ w, avec pny1(x) = 22pl, () — 2nap, (x) +pn(z). La fonction
Pnt1 est bien un polynéme (car p, et pl, sont des polynomes).

On a bien ainsi montré, par récurrence sur n, que f™ a, pour tout n € N, la forme demandée.

3. Soit n € N.

(a) Soit p € Z, Montrer que :

lim ¢ =0

z—0,z>0 xP

8=

[On rappelle que e* > %- pour tout u > 0 et tout ¢ € N.]
corrigé

On démontre tout d’abord le rappel. Soit ¢ € N et u > 0. La formule de Taylor-Lagrange
(formule (4.1)) donne qu’il existe ¢ €]0, u[ t.q. :

udtl

q
uk
Z? q+1)

k=0

Comme tous les termes du membre de droite de cette égalité sont positifs, on en déduit que
e > “—?
Z g

1

Pour montrer que lim, 0 »>0 <7~ =0 (noter que p € Z) on distingue deux cas.

cas 1. On suppose p < 0. Dans ce cas, il est immédiat que lim, 0, 2>0 5 = 0.

Cas 2. On suppose p > 0. Pour x > 0, on utilise alors I'inégalité e* > 7(‘1—,1 avec g =p+ 1 et
u = 1. On obtient (p+ ler >z~ ®+ et donc :

1

e =
5 < (p+ D!z, pour tout = > 0.

0<

T
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1

P . e
On en déduit que lim, 0, »~0 <5~ = 0.

(b) Montrer que lim,_, f™ (z) = 0.

corrigé
On a lim, .,<0 f () = 0 (car f0)(x) = 0 si < 0). On a aussi lim, s z>0 f™(2) = 0
car, pour z > 0 on a :

1

et on a lim,_,op,(z) = p,(0) € R et, d’apres la question 3(a), lim,—0 x>0 S = 0.

2
r2n

4. Montrer que f est de classe C* (sur R).

corrigé
On sait déja (question 1) que f est de classe C*° sur R*. Pour montrer que f est de classe C*° sur
R, il suffit, d’aprés la question 2 de I'exercice 3.12, de montrer que, pour tout n € N, f(™ (z) a une
limite (dans R) en 0. Ceci a été démontré dans la question précédente. L’exercice 3.12 donne donc
que f est de classe C™ sur R. Cette question montre aussi que f()(0) = 0 pour tout n € N.

5. Montrer que f n’est pas analytique.

corrigé
La fonction f n’est pas analytique car lim, o0 D p_; %f'(k) (0) = 0 pour tout z € R alors que

,’L‘k

f(z) # 0 pour tout = > 0. Pour tout z > 0, f(z) est donc différent de lim, 4o >, 5 F*)(0).

Exercice 4.28 (Corrigé de ’exercice 4.8)

Soit f une application R dans R et a € R.

1. On suppose que f est de classe C! et que f admet un minimum local en a. Montrer que f’(a) = 0.
corrigé

Comme f admet un minimum local en a, il existe v > 0 t.q. :
|h| <y = fla+h) = f(a).

On remarque maintenant que f’(a) = limy,_,q w Or, pour 0 < h < y,ona f(a+h) > f(a)

et donc w > 0. On en déduit, en faisant tendre h vers 0 :
’ fla+h)—f(a)

= —_ 2 >(.

fla)y=, tm | n -0

De méme, pour pour —y < h < 0, on a f(a+h) > f(a) et donc w < 0. On en déduit, en
faisant tendre h vers O :
flath) = fla) _

f(a)=lim <0.

h—0,h<0 h

Finalement, on a bien montré que f'(a) = 0.
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2. On suppose que f est de classe C2, f'(a) = 0 et f”(a) > 0. Montrer que f admet un minimum
local en a.

corrigé
Comme f”(a) > 0 et que f” est continue, il existe v > 0 t.q. :
|z —a| <~ = f"(z) > 0.

En effet, en prenant £ = 1 f”/(a), la continuité de f” en a donne Uexistence de v > 0 t.q. |z —a| <~

) p 3. ) . Y q °

implique | £ (z) — f"(a)| < 1 f"(a) et donc f"(z) > 1f"(a) > 0.)

Soit maintenant h # 0 t.q. |h| < ~. La formule de Taylor-Lagrange (formule (4.1)) donne l'existence
de x (strictement) entre a et a + h t.q. :

2

" ).

fla+h) = fla) +hf'(a) +

Comme f'(a) = 0 et f”(x) > 0 (car |z — a|] < |h| < ), on a donc f(a+ h) > f(a). On a donc
montré Pexistence de v > 0 t.q. :

h| <y = fla+h) > fla)

Ceci prouve que f admet un minimum local en a.

3. Donner un exemple pour lequel f est de classe C2, f'(a) = 0, f”(a) = 0 et f n’admet pas un
minimum local en a.

corrigé

On prend a = 0 et f(x) = 23, On a bien f de classe C2, f/(0) = f”(0) = 0 et f n’admet pas un
minimum local en 0 (car f(z) < f(0) pour tout = < 0).

Exercice 4.29 (Corrigé de I’exercice 4.16)
Soit & € R, & > 0. Pour z € R, on pose f(z) = (2% +1)® — (22 + 2)°.

1. Calculer lim,_, 1o f(z) dans les cas simples suivants : a =2, a =1, a = %
corrigé

e Casa = 2. Danscecas,on a f(z) = 202 +1—422—4 = —222 -3 et donc lim,_, o, f(x) = —o0.
e Cas a=1. Dans ce cas, on a f(x) = —1 et donc lim,_, 1 f(x) = —1.
e Cas a = % Dans ce cas, on a :

Fa) (2% +1)2 — (224 2)2)((2% +1)2 + (22 + 2)?) -1

) = — )
’ (@2 +1)2 + (22 +2)3 (@2 +1)2 + (22 4 2)2

On en déduit que lim, ;. f(z) = 0.
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2. Calculer lim,_, o f(x) (en justifiant les calculs). [distinguer les cas 0 < a <1 et a > 1.]
corrigé

Pour u > —1, on pose ¢(u) = (14 u)*. Pour z > 0, on a donc f(z) = z**(p(%) — ¢(Z)).

T

La fonction ¢ est de classe O sur l'ensemble | — 1,400 et on a ¢'(u) = a(l 4+ u)*~! pour tout
u > —1. Le DL1 de ¢ en 0 est donc :

p(u) =14 au+ ue(u), pour tout u > —1,
avec lim, 0 e(u) = 0. On a donc, pour tout z > 0 :

i 90, O 1 1 2 2 2 . « 1
f@) = 2*(55 + zel5

x 2 7 )7ﬁiﬁg(ﬁ):wza(ii+ﬂ (),

avec 1(z) = () — 2¢(&) et donc limy—, oo () = 0 (car limy—,0e(u) = 0). On en déduit :
flz) =D (—a + ().

Comme lim, 4 oo (—a+n(x)) = —c, on a donc lim,_, ~ f(2z) = —cosia > 1et lim, 1o f(z) =0
si0<a<l1.

Exercice 4.30 (Corrigé de I’exercice 4.17)

Soit f, g deux fonctions de R dans R, de classe C? (c’est-a-dire dérivable en tout point de R et de dérivée
continue). On suppose que f(0) = g(0) =0 et g(z) # 0 si « # 0. Pour tout « # 0, on peut donc définir
h(z) en posant :

g(z

1. On suppose, dans cette question, que, pour tout x € R, f(x) = sinx et g(z) = 2®. Montrer que
limg 0 h(z) = +o0.

corrigé

Le DL1de fenOest f(z) = x4xe(x), avec lim,_,ge(x) = 0. On a donc, pour x # 0, h(z) = 1+52(m)‘
On en déduit bien que lim, o h(z) = +oc.

Dans la suite de I’exercice on suppose qu'il existe a € R t.q. lim,_,o h(x) = a et on pose h(0) = a.

2. Montrer que h est une fonction continue de R dans R, dérivable en tout point = de R*. Pour x # 0,
donner A/(z) en fonction de f(z), g(x), f'(z) et ¢'(z).

corrigé

La fonction h est le quotient de deux fonctions de classe C*'. Comme la fonction au dénominateur
ne s’annule pas sur R*, la fonction h est de classe C sur R* et on a :

Wia) = 90 (@) — g (@) (@)

g%(x)

pour tout = € R*.

La fonction h est continue sur R*. D’autre part, elle est aussi continue en 0 car lim,_,oh(z) =a =
h(0). Elle est donc continue sur R.

96



3. On suppose que ¢'(0) # 0. Montrer que lim,_,o h(z) = % (et donc que a = %).

=

corrigé

Les DL1 de f et g en 0 donnent f(z) = zf'(0 )+l€1( et g(z) = ¢’ (0)+aeq(x) avec limy 0 &;(z) =

I'(0)+er ()
g’ (0)+ea(z) "

(on vient ainsi de redémontrer un cas particulier de la regle de 'Hopital).

0, pour ¢ = 1,2. On a donc, pour = # 0, h(z) =

1'(0)
g'(0)

On en déduit bien que lim, o h(z) =

. On considere, dans cette question, les fonctions f et g suivantes :

2 : >
f(z) =z + 2%, pour tout = € R, g(x):{x—i_x’Slm—O’

x—2% six <.

Montrer que f et g sont bien de classe C! sur R et que ¢/(0) # 0. Donner la limite de h(x) quand
x — 0. Montrer que h n’est pas dérivable en 0.
corrigé

La fonction f étant un polynome, elle est de classe C* (et méme de classe C*°) sur R. De méme,
la fonction g est de classe C! (et méme de classe C™) sur R% et sur R* (car ¢’est un polynome sur
R?% et sur R* ). Pour montrer que g est dérivable en 0 on remarque que

z)—g(0 —g(0

lim M: lim 1+zxz=1et lim M: lim 1—z=1.
x—0,2>0 X z—0,2>0 x—0,2<0 x z—0,2<0

On en déduit bien que g est dérivable en 0 et que ¢'(0) = Enfin, on a ¢’ continue en 0 car

g (x) =1+ 2|z| pour z # 0 et donc lim,_,¢¢'(z) = ¢’(0). La fonctlon g est donc de classe C! sur
R.

On a lim, o h(z) =1 et donc ~(0) = 1. Pour = # 0, on a h(z) — h(0) = h(z) — 1 = fe ;(mq( %) On
adonc h(z) —1=0siz>0et h(z) —1 =2 six <0. On en déduit :
h(z) —1 ) h(z) —1

=0et lim

lim =2.
x—0,2>0 xT x—0,2<0 x

Ce qui prouve que h n’est pas dérivable en 0.

. On considere, dans cette question, les fonctions f et g suivantes (de classe C* sur R):
f(z) = In(1 + 2?), pour tout z € R,  g(x) = z(2 +sinz), pour tout = € R.

Donner la limite de h(x) quand z — 0. Montrer que h est dérivable en 0 et que h est de classe C'!
sur R.

corrigé
Le DL1 en 0 de la fonction u +— In(1 + u) (déﬁnie sur | — 1,400]) est In(1 + u) = u + ueq (u) avec
lim, ,0e1(u) = 0. On a donc f(x) = 22 + 22e9(x) avec lim, g e2(z) = 0 (car eo(x) = &1(2?)). Ceci

donne :
x + zea ()

h(xz) =
(z) 2 + sin(x)
On en déduit que lim,_,o h(z) = 0 et donc h(0) =

pour tout x # 0.
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h(z) _ 14es(z)
x  2+4sin(z)

et donc lim, ,o = (m) = % Ceci montre que h est

On remarque maintenant que

dérivable en 0 et 2/(0) = 3.

On sait déja que h est de classe C! sur R* (voir la question 2). Pour montrer que h est de classe C!
sur R, il suffit donc de montrer que h’ est continue en 0, c’est-a-dire que lim,_,o h'(z) = % Pour

x#0,0n a:
o I@F @ @@ 1
Or g(z)f'(z) — ¢'(x) f(z) = w — (2% + 2%e2(2))(2 + sinx + x cos x) et donc :
"(z) = ! 22+sine) ea(x sinz 4 x cos x
b (z) = (2+Sim>2< T (1+e2(2))(2 +sinz + )).

Ce qui donne lim,_,o h/(z) = 1(4 — 2) = 1 et montre la continuité de ' en 0.

6. On suppose maintenant que f et g sont de classe C? sur R et que ¢'(0) # 0.

(a) Montrer que h est dérivable en 0 et calculer 2'(0) en fonction de f/(0), ¢'(0), f”(0) et g”(0).
corrigé

Pour z # 0, on pose ¢(z) = L (h(x) — h(0)). Comme h(z) = ) 5 et h(0) = jljg&

g(z

=

on a donc :

Q

(f(2)g'(0) — g(x)f'(0)) pour tout = # 0.

Les DL1 et DL2 en 0 de g et le DL2 en 0 de f donnent :
’ / z? " 2 / z? 7 2
9(z) = 2g'(0) +ae1(2), g(z) = 29'(0)+ 5-9"(0) +a"ex(@), f(z) = 2f(0) + 5 f(0) +27¢5(2),

avec lim, o ¢;(2) =0, pour ¢ = 1,2,3. On a donc, pour z # 0,

1 f// (0) g//(o)
#0) = GO T e @)g ) <( y +esl@)g (0) = (F5= +ea@)f(0) ).
On en déduit que lim, o ¢(x) = f”(())gQ(((;)( o 2(0>f/(0) et donc que h est dérivable en 0 et :

L F0)g ) — ¢ (0)F(0)
e PR R

(b) Montrer que h’ est continue en 0 et en déduire que h est de classe C! sur R.
corrigé

Comme a la question 5, on sait déja que h est de classe C! sur R* (question 2). Pour montrer
que h est de classe C! sur R, il suffit donc de montrer que k' est continue en 0. Pour z # 0,

o —g@iE) 1

. g (@)
W) = @) 2@
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On utilise les DL de f et g écrits en (a), et les DL1 en 0 de f' et ¢/, c’est-a-dire f'(x) =
F1O)+2f"(0)+xeq(x) et ¢'(z) = ¢'(0) + 29" (0) + wes(x) avec limy g e;(z) = 0, pour i = 4, 5.
On obtient :

:L‘2 1"
9@)f (@) = (29'0) + ZL a2y (0)) (7(0) + 27(0) + a24(a)
et
9@ F(x) = (¢ (0) + 29" (0) + zes()) ' 0) + L0 4 a2y,
On en déduit :
9(@)f(2) ~ @) (@) = (¢ ©)1(0) - " O () + 224 (z),

avec lim, g eg(z) = 0. Ceci donne :

1 g'(0)f"(0) — ¢"(0)f'(0)
W (x) = :
¥(@) (9'(0) +e1(x))? ( 2 +e6(z) ),
et donc lim,_,o b/ (z) = MO ”2((();/?6;)’)’2&0),%(0) = 1/(0). La fonction h’ est donc bien continue en

0 et on en déduit que h est de classe C' sur R.

7. On ne suppose plus que ¢’(0) # 0 mais on suppose que f et g sont de classe C* sur R et qu'il existe
n>1t.q. g7 (0) # 0 et, pour tout k < n, g (0) = 0. (On suppose toujours que lim,_,o h(x) = a.)

(a) Montrer que f*)(0) =0 pour tout k < n.
corrigé

On raisonne par l'absurde. On suppose qu’il existe k& < n t.q. f(k)(()) # 0. On pose alors
I =min{k € Nt.q. f#(0)#0}. Onadonc1<Il<n, fO0)#0et f*(0) =0 pour k < I.
Le DLl en 0 de f et le DLn en 0 de g donnent :

2l 2T
F(@) = THO0) +a'ni(2), g@) = rg™(0) + " na(a),

avec lim, o n;(xz) =0, pour i = 1,2. On en déduit, pour = # 0,

_ 50O +atm@) o, 55D+ mie)
h(z) = —= = 1 .
;79(7“ (0) + 2" (I) mg(”)(O) + 12 (T)

Comme [ < n, f(0) # 0 et g™ (0) # 0, on en déduit que lim, ¢ |h(x)| = +o0, en contradic-
tion avec le fait que lim,_, |h(z)| = |a|] € R. On a donc bien montré, par contradiction, que
f®)(0) = 0 pour tout k < n.

)

(b) Montrer que a = S0

corrigé
Les DLn de f et g en 0 donnent g(z) = Z:g(") (0) + 2™na(z) et f(z) = Z; f(0) + a"s(x)
avec lim, o n;(xz) =0, pour i = 2,3. On a donc, pour x # 0 :

_ F™(0) + nlna(a)
9™ (0) +nlnz(z)

h(z)
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(0
g(™(0) "

()
9@ (0)

On en déduit que lim,_,o h(z) = et donc que a =

Montrer que h est dérivable en 0 et calculer A’(0) en fonction de £ (0), ¢ (0), f**+1(0) et
(n+1)
9" (0).

corrigé
On reprend la méthode de la question 6(a). Pour x # 0, on pose ¢(z) = +(h(z) — h(0)).

Comme h(z) = gg? et h(0) = En))((g)) on a donc :

1 n Tl r
Pl0) = gy (@9"0) = g(@) 7 (0)) pour tout & # 0.

Les DLn et DL(n+ 1) en 0 de g et le DL(n+ 1) en 0 de f donnent :

xn—‘—l

O+ s @),

9(x) = 29 (0) + ™ na(w), g(a) = o g 0) +

n+1
™ (0 1+ (0) 4 2 g (2
flz) = f (0) + (+1)f+1(0)+ e (),
avec lim, o n;(z) =0, pour i = 4,5,6. On a donc, pour = # 0,
o) = 1 S (0) Na™(0) — g™t (0) ) F)
)= T e (i + w0 - G5 a0,

On en déduit que lim, o ¢(z) = (nﬂ)(0>g7<:£)()q(nizg)l))z(o)f(n)(O) et donc que h est dérivable en

Oet:
F D (0)g™ (0) — g+ (0) £ (0)
(n+1)(g™(0))? '

1 (0) =

Montrer que b’ est continue en 0 et en déduire que h est de classe C* sur R.
corrigé
On reprend la méthode de la question 6(b). Comme a la question 5, on sait déja que h est de
classe C! sur R* (question 2). Pour montrer que h est de classe C! sur R, il suffit donc de
montrer que b’ est continue en 0. Pour x # 0, on a :

g(x)f'(x) — g'(x) f(x) 1

B (z) = = g(x)f'(z) — ¢ (2) f(2)).

( o 3 00 @)~ ¢ @) )

On utilise les DL de f et g écrits en (c), et les DLn en 0 de f et ¢/, c’est-a-dire f'(x) =
" 1 Pl 1

Em F(0) + Zp fD(0) + 2mr () et g (2) = Epy9™ (0) + Lpg™ I (0) + 2 (@) avec
hmgﬂﬁo ni(x) =0, pour i = 7,8. On obtient :

g(x)f ( ) =

(Zr g™ (0) + g™+ (0) + 2+ s (@) (Eopyr £ ™ (0) + Z3 SO+ (0) + e ()
et

J@f@)= n

(19" (0) + 21 g™ D(0) + 2™ s ()) (57 f ) (0) + (0) + 2" (x)).
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, % T 1 1 _ 1 .
On en déduit, en remarquant que —v— IO =D = AlmED!

2n

T ' (g(n) (0)f<n+1) (0) o g(n+1) (O)f(n) (0)) + lL'Qn'f]g (J),

g(@)f'(z) — ¢'(x) f(z) = Wn 1)

avec lim, g ng9(z) = 0. Ceci donne (avec 7, définie en (c)) :

]/( ) o 1 (g<7l) (O)f(n+l> (0) _ g(7l+l) (O)f(n) (0))
V() = (g(’rlr)(O) +n! 7]4(1;))2 T

¥ <n!>2ng<x>) |

et donc lim, o h'(z) = g<"/>(o)f("'(:i(l()))ggf)"'(z;;50),7( o) R’ (0). La fonction A’ est donc bien

continue en 0 et on en déduit que h est de classe C! sur R.

Exercice 4.31 (Limite en +00)

Pour z > 0 on pose f(z) = 2%(ex — e#l). Déterminer lim,_,o f(x). [On pourra, sur une une fonction
convenable, utiliser un développement limité ou le théoréme des accroissements finis. |

corrigé
Soit a,b € R, a < b. le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction y — e¥ donne 'existence
de c €]a,b] t.q. €® —e® = (b— a)e.

Pour tout > 0, en prenant a = ﬁ et b= % il existe donc ¢, €]-1 1[ t.q. :

z+17 x
2
Y Y TE S S Y S
fla) =ate )= (L a:+1)€ :17(:1:+1)e
On a lim, oo ¢z = 0 (car ¢, €] %H, 1[ et donc lim,_,o €% = 1.

II,’Q

On a aussi lim,_, FeEsyi im0 1-&-% = 1. On en déduit que lim,_,~ f(x) = 1.

Exercice 4.32 (Sur le Théoréme des Accroissements Finis (TAF))

Rappel (TAF) : Soit —co <a<b<ooet f : [a,b] = R continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Alors,
pour tout h €]0,b — a, il existe 6 €]0, 1] t.q. :

fla+h)— f(a) =hf'(a+06h). (4.15)

1. Dans les quatre cas suivants, montrer que, pour tout h €]0,b — al, il existe un unique 0 vérifiant
(4.15) (les valeurs de a et b étant fixés). On note 8, cette valeur de 6. Calculer 0}, (en fonction de
a et h) et déterminer limp_,0 p>0 Op-

(a) 0<a<b<ooet f(z) =1 pour z € [a,b].
corrigé
Soit 6 €]0,1[ vérifant (4.15) (Iexistence d’au moins un 6 est donnée par le TAF, on veut
montrer ici son unicité et on cherche la limite de # quand h — 0, h > 0). La relation (4.15)
donne :

1 1 —h
— —=hf 0h) = —,
a+h a Wi (a+0h) (a+0h)?’

101



et donc (a + 0h)? = a(a + h), ce qui donne :
09— Vala+h)—a
=
= Va(a+y), on a aussi

Ceci prouve bien l'unicité de §. En posant, pour y > —a, ¢(y)

9 ot donc :

9, — Yalath)—a _ o(h)—¢
h = h - h
li O, = ¢'(0) =
h%(lJr,II}>O h <P( )
= —= pour z € [a,b].
corrigé

3 -
2

(b) 0<a<b<ooet f(z)
Soit 0 €]0, 1[ vérifant (4.15). La relation (4.15) donne :
—h
hf'(a+ 6h) =
7 ) 2(a +6h)

1

)’

On trouve donc ici
0— 1 (h vava+h
S h\2Va+h-ya
Ceci prouve bien 'unicité de 6.
Pour trouver la limite quand h tend vers 0, avec h > 0, de 6}, on peut utiliser des DL en a et
la formule . . B
- = 4.16
Va+h Va 2(a + G;Lh)% ( )
En effet, on a, en faisant un DL2 en a de y — ﬁ et un DL1 en a de y — - :
& y2
! ! ! h+ —<h* 4 h%c,(h) avec lim ;(h) = 0
-—— = vec lim =0,
Va+h Va 205 8as ! W0
1 1 3 - - ,

— = — — ——=h + hes(h) avec lim eq(h) =0,

(a+h)2 a2 2a3 2(h) v h—0 2(h)
ce qui donne aussi, comme 6, €0, 1],
! ! 39h—|—h€(h)aec lim e3(h) =0
= — — —=Ubp V 1m == U.
(a+0,h)2  af 243 ! ’ h0
En portant ces relations dans (4.16), on obtient :
1 3 —h (1 3
— 3h+75h2+h2€1(h):7 (3— 59hh+h€5(h)> s
2a2 8az 2 \a2 2a2
es(h)

5= ) = —ei(h) — =

ce qui donne, en divisant par h? :
3
2

(

5

4a2

et donc limy, 0,550 0p = % Cette question était plus difficile. ..
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(c) —o<a<b<ooet f(x) =e" pour x € [a,b].

corrigé
Soit 0 €]0, 1[ vérifant (4.15). La relation (4.15) donne :

el(eh —1) = e — e = hf'(a + Oh) = he T = he®eh.

h
On a donc e = ¢ ,;1

, ce qui donne

Ceci prouve bien 'unicité de 6. On utilise maintenant un DL2 de y + e en O :
h h? 2 .
e =1+4+h+ — + h%ey(h) avec lim 1(h) =0,
2 h—0

et donc

et —1 h
= 1+ 5 + hey(h).

Comme 0, €]0,1[, le DL1 de y — €Y en 0 donne aussi

el =14+ 6,h+ hea(h) avec }lir% eo(h) = 0.
11—

h
On a donc (comme e = %) :

h
1+ 0nh + ]752(}1) =1+ 5 + h€1(h)

d’ou :

On obtient, finalement, limp_.0 p>00n = %

(d) —co<a<b<ooet f(z) =22+ 2z + 1 pour z € [a,b].

corrigé
Soit 0 €]0, 1[ vérifant (4.15). La relation (4.15) donne :

(a4 h)? +h —a* = hf'(a+60h) = 2h(a+ 0h) + h,

ce qui donne
h? = 2h%0,

et donc 6 = % Ceci donne 'unicité de 0 et limy 0,0 0n = %

2. Soit f une fonction de R dans R. On suppose que f est de classe C?. Soit a € R.
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(a) Montrer que pour tout h € R* il existe 6 €]0,1[ vérifiant (4.15) et donner un exemple de
fonction f (et de valeurs de a € R et h € R*) pour laquelle § n’est pas unique.
corrigé

Si h > 0; on applique le théoreme des accroissements finis a la fonction f sur l'intervalle
[a, a+ h], il donne Pexistence de 6 €]0, 1] vérifiant (4.15). Si h < 0, on obtient le méme résultat
en appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction f sur l'intervalle [a + h, a].

En prenant, par exemple, f(z) = z (pour tout z € R), on obtient un exemple pour lequel
(4.15) est vraie pour tout 0 €]0, 1] (et quelquesoit a € R et h € R*).

(b) On suppose que f”(a) # 0. Pour tout h € R*, on choisit une valeur de 6 €]0, 1[ pour laquelle
(4.15) est vérifiée. On note ), cette valeur de . Montrer que limy,_,o >0 6n = % [On pourra
utiliser la formule de Taylor-Lagrange.]

corrigé

Soit h € R*. On appilque la formule de Taylor-Lagrange a la fonction f. On obtient I’existence
de ¢y €]0,1] t.q. :
"(a+ pph
Flat )~ fa) = Flapp + TN
En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction f’, on obtient aussi I'existence de
Yy, €]0,1] t.q. :

hZ.

fla+0nh) = f'(a) + f"(a+ Yrph)0)h.

Comme f(a+ h)— f(a) = hf'(a + 0rh), on a donc M = f"(a + Ypbph)0,. Comme
1"(a) #0 et f” continue, il existe n > 0 t.q., pour tout y € [a —n,a+n, f"(y) # 0. On peut
écrire, pour h € [—n, 7] :

) _ Jatouh)
" 2f"(a+ Ypbph)

La continuité de f” et le fait que f”(a) # 0 permet alors d’en déduire que limp_g >0 05 = %

3. Soit f une fonction de R dans R. On suppose que f est dérivable (en tout point de R) et que, pour

tout @ € R et h € R*, (4.15) est vérifiée avec § = 1.
(a) Montrer que f(a+ h) — f(a — h) = 2hf'(a) pour tout a € R et h € R*.
corrigé

Comme (4.15) est vraie avec § = %, pour tout a € R et h € R*, on peut 'appliquer (si a € R
et h € R*) avec a — h et 2h. on obtient

fla—h+2h)— f(a—h)=2hf'(a—h+ %Qh),

ce qui donne bien f(a+ h) — f(a — h) = 2hf'(a).

(b) Montrer que f est de classe C*°. [On pourra, par exemple, utiliser (a) avec h = 1.]
corrigé

La question (a) donne, pour tout = € R ;

(f(z+1) = flz 1))

| =

f'z) =
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On déduit de cette formule, par récurrence sur n que f est de classe C" pour tout n € N*. En
effet, comme f est continue, la formule donne bien que f’ est continue, donc f est de classe
C'. Puis, pour n € N*, si f est de classe C", la formule donne que f’ est de classe C™ et donc
f est de classe C" 11,

On a bien montré ainsi, par récurrence, que f est de classe C™ pour tout n € N*. c’est-a-
dire que f est de classe C'*°.

(¢) Montrer que f”’(a) = 0 pour tout a € R. En déduire qu'il existe a, 8,7 € R t.q. :
f(z) = az® 4 Bx + v pour tout = € R.

On suppose que (4.15) est, pour tout a € R et h € R*, vérifiée seulement pour 6§ = % Montrer
que a # 0.

corrigé
Soit @ € R et h € R*. Comme f est de classe C2, la formule de Taylor-Lagrange donne
lexistence de ¢, 1y, €]0,1] t.q. :

c /! ~ /1!
f 2(0‘) }L2 + j (Cl g (,th) }LB,

[ (a) B2 _ J""(a —ph) B3
2 6 o

fla+h) = fla)+ f(a)h +

fla—=h)=f(a) = f'(a)h +
Comme f(a+h) — f(a —h) = 2hf'(a), on en déduit :
f"(a+ @nh) + f"(a —ph) = 0.

En faisant tendre h vers 0, ceci donne f(a) = 0.

La formule de Taylor-Lagrange (en 0, a I'ordre 3) donne alors l'existence de «, 8,7 € R t.q. :
f(z) = az® + Bx +~ pour tout = € R.

Si o = 0, la formule (4.15) est vérifiée pour tout 6 €]0, 1[.Donc, si, pour tout a € R et h € R*,
(4.15) est vérifiée seulement pour 6 = %, on a nécessairement o # 0.

Exercice 4.33 (Etude d’une fonction (1))
Soit la fonction f définie sur | — 7, [ par

In(14+tanz) _.
f(gj):{ sin 51:17#0

1sixz=0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en 0.
corrigé

On montre ci dessous continuité et dérivabilité de f en 0 en faisant un DL2 en 0 du numérateur et
du dénominateur de la fraction définissant f (mais, bien sir, d’autres preuves sont possibles).

Pour z €]— %, %[, onatanz €]—1,1[ et tanz) = z+x2e1 (2) avec lim,_,0 £1(x) = 0. Pour u €]—1,1],
onaln(l+u)=u— % + u?es(u) avec limy, 0 2(u) = 0. On en déduit, pour z €] — F, 7|
(z + 2%e1(2))?

5 + (x + 2%e1 (2))%ea(z + 2261 (2)),

In(1+tanx) = x + 2%, (x) —
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et donc :
2

In(1+4tanz) =a — Ty x2es(x), avec lir% es(x) = 0.
—

2
Pour z €] — 7, %[, on a sinz = x + a?e4(z) avec lim, 0 e4(2) = 0, ce qui donne, pour z €] — &, %],
x#0:
2
fa) r— L 4 a%e3(x) 11— % +axes(x)
x) = =
x + x2eq(x) 1+ zeq(x)
On en déduit que lim,_, f(z) = 1 et donc que f est continue (car f(0) = 1). Puis, pour z €] -7, T,

x#0,0na:

f@) = f(0) _ fla) =1 _ =5 +aes(w) —wea(w) _ —5 +es(x) —ea(2)

z—0 x (1 + zey(z)) N 1+ zeq(x)

F@)=f0) _

On a donc lim, 0 == —5

—%. Ce qui prouve que f est dérivable en 0 et f'(0) = —%.

. Donner le développement limité de f en 0 a 'ordre 2.
corrigé

Pour avoir un DL2 de f en 0, il suffit de faire un DL3 en 0 du numérateur et du dénominateur de
la fraction définissant f. On procede comme a la question précédente.

Pour x €] — 7, [, on a tanz = x + %3 + 231 (z) avec lim,_,om () = 0. Pour u € — 1,1[, on a

In(1+u) =u-— “72 + “?3 + una(u) avec limy, o n2(u) = 0. On en déduit, pour z €] — T, 5 :
3 2 3
AT . im ns(z) =
In(1+tanz) =z + 3 5 + 3 + z°n3(x), avec alglﬁ)r%)ng(x) 0.
c’est-a-dire : , ,
2

In(1 +tanz) =z — % + % + 2®n3(2).
Pour z €] — §,%[, on a sinz = x — % + 23n4(z) avec lim, ,ona(z) = 0, ce qui donne, pour
rel -5, 5Lre#0:

TG+ 2 atny(a)  1— 54+ 24 +aPn(n)

T — %3 + a3ny(x) 1-— %2 + a?ny(x)

f(z) =
On utilise maintenant que, pour u # 1, ﬁ =1+ u+ uns(u), avec lim,_,on5(u) = 0. On obtient,
pour x €] — 5, 5[,z #0:

1 z?
=1+ = +a%ng(x), avec lim ng(x) = 0.
T2 ) 5 16 () lim 76 ()

Ce qui donne :

v 227 x? r  5a? .
fl@)=(1- 3 T3 + a2y (x)) (1 + 3 +a?ne(z) =1 - 3§ + 2%z (), avee 9113%777(@ =0.

On a ainsi obtenu le DL2 de f en 0.
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3. Donner I'équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0 et la position locale de la
courbe de f par rapport a cette tangente.

corrigé

La tangente & la courbe de f au point d’abscisse 0 a pour équation g(z) = 1 — §. La question

précédente donne f(z) — g(z) = % + 2%n7(x), avec lim,_,on7(x) = 0. 1l existe donc £ > 0 t.q.

el e = n(@) < 3 = f@) —g(e) 20

Ceci prouve que la courbe de f est, au voisinage de 0, au dessus de celle de g (qui est sa tangente
en 0).

Exercice 4.34 (Etude d’une fonction (2))
cos(x)
2241

On définit la fonction f de R dans R par f(x) = 3z +

1. Montrer que f est dérivable et calculer f'(x) pour tout = € R.
corrigé

La fonction x — Clof(fl) est dérivable (et méme de classe C*°) car elle le quotient de deux fonctions

dérivables (et de classe C*°) et que la fonction au dénominateur ne s’annule pas. La fonction f est
alors dérivable (et de classe C*) comme somme de fonctions dérivables (et de classe C'™).

3 sin(z) 2z cos(x)

Pour tout = € R, on trouve f'(x) = e Ml oy 2

2. Montrer que f est strictement croissante.

corrigé
Pour tout x € R, on a :
| sin(x)| <1
241 —
et
2|z cos(x)| 2|z|

@ =D

car 2|z| < 22 + 1. On en déduit f'(r) >3 —1—1=1 > 0. Ce qui prouve que f est strictement
croissante.

3. Montrer que f est une bijection de R dans R.
corrigé

La fonction f est strictement croissante, c’est donc une bijection de R sur son image, notée Im(f).
Pour montrer que Im(f) = R, il suffit de remarquer que f est continue et que :

liIiIl f(z) = fo0.

T—r 100

Dans la suite, on note g la fonction réciproque de f (la fonction g est donc aussi une fonction de R
dans R).
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4. Montrer que f admet un développement limité d’ordre 2 en 0 et donner ce développement.
corrigé

La fonction f est de classe C?, elle admet donc un développement limité d’ordre 2 en 0. Pour le
trouver, on remarque que :
2 1

osz =1 — — 4 2? > =1—-2*+2° avec lim g;(z) = =1,2.
cosx =1 5 T e1(x) et P 1 —a% 4+ ax%eq(x), avec }}g})f,(q’) 0 pouri=1,2

On en déduit f(z) =14 3z — %12 + 22%e3(w) avec lim, 0 e3(z) = 0.

Donner ’équation de la tangente (& la courbe de f) en 0 et la position locale de la courbe de f par
rapport a cette tangente.

corrigé

La tangente (& la courbe de f) en 0 est t(z) = 3z + 1. O remarque que f(x)—t(z) = % —-1<0
pour tout x € R. La courbe de f est donc localement (et méme globalement) en dessous de sa

tangente en 0.

5. Montrer que g admet un développement limité d’ordre 2 en 1 et donner ce développement.
corrigé

La fonction f est de classe C™ et f’ ne s’annule pas, on en déduit que la fonction g est aussi de
classe C°°. Pour avoir le développement limité de g d’ordre 2 en 1, on calcul g(1), ¢’(1) et ¢g”(1).

Comme f(0) =1,onag(l) =0. puis f'(x)g'(f(x)) = 1 pour tout x € R. En prenant x = 0, comme
f/(0) = 3, on a donc 3¢/(1) = 1 et ¢/(1) = 1/3. Enfin, on a f(z)¢'(f(z)) + f(z)%*¢"(f(z)) = 0
pour tout € R. En prenant # = 0, comme f”(0) = —3, on a donc —3¢’(1) + 9¢” (1) = 0, ce qui
donne ¢”(1) = 1/9.

Le développement limité d’ordre 2 en 1 de g est donc g(z) = (z — 1) + & (z — 1)? + (z — 1)%e(z)
avec lim,_,y e(z) = 0.

6. Donner les asymptotes de f en +oo.

corrigé

cos(xz) __
r24+1

Comme lim, 4o (f(2) — 3z) = lim; 1o 0, la fonction f admet pour asymptote en +oo

la droite d’équation x +— 3x.

7. montrer que lim,_,, g(z) = co et donner les asymptotes de g en +oo.
corrigé

La fonction g est (comme f) une bijection strictement croissante de R dans R. Pour tout A € R, il
existe donc g € R t.q. g(zg) = Aetona:

x>z = gla) > A
Ceci prouve que lim,_, g(x) = +00. De maniere analogue, on a lim,_, ., g(x) = —oc.

Pour trouver les asymptotes de g, il suffit alors de remarquer que (comme f o g(z) = x) :

108



1 .
— lim
3 y—+oo

li (9(e) — 50) = lim_[o(e) — 5/ (o)) = T (= 3/0)) = 5 T (3y— f(w)) =0.

rz—too " z—+o0 y—+oo

La fonction g admet donc pour asymptote en +oo la droite d’équation = — éi

Exercice 4.35 (Etude de In(1 — ) /z)

1. Montrer que pour tout entier n, la fonction x +— In (1 + z) admet un développement limité a ’ordre
n en zéro. Calculer explicitement ce développement pour n = 2.
corrigé

Pour tout n € N*, la fonction z — In (1 + ) est de classe C™ sur l'intervalle | — 1, +-o00[. Elle admet
donc un développement limité a 'ordre n en zéro. Son développement limité a 'ordre 2 en zéro est

1
In(1+2) =2 — ~2? +2%(z), avec lim e(x) = 0.
2 z—0

In(1—2x)

2. Soit g :]0, 1[— R la fonction définie par g(z) = — .

. Montrer que g se prolonge par continuité

en zéro (& droite).

corrigé

Pour tout = €]0, 1[0, la question 1 donne g(z) =1+ %1 — ze(—x). On en déduit que g se prolonge
par continuité en 0 en posant g(0) = 1.

In Z_w) st z €]0, 1],

Soit f: [0,1[— R la fonction définie par f(z) = { B ! o0

3. Montrer que f est de classe C*° sur |0, 1][.

corrigé

La fonction f est le quotient de deux fonctions de classe C* sur |0,1[. La fonction qui est au
dénominateur ne s’annule pas. On en déduit que f est aussi de classe C*° sur |0, 1].

4. Montrer que f est dérivable & droite en zéro et donner la valeur de cette dérivée (notée f'(0)).
corrigé

En utilisant une nouvelle fois la question 1, on remarque que, pour tout z €]0, 1], on a

f(z) — f(0)

= % —e(—x).

On en déduit que f est dérivable & droite en 0 et que f/(0) = %
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5. Calculer la fonction dérivée f’ sur ]0,1[. La fonction f’ est-elle continue en zéro ?
corrigé

Pour tout z €]0,1[ on a f/(z) = 5 In(1 — z) + ﬁ On utilise la question 1 et le fait que

1 .
L 1+ x+ an(x) avec ili}l}]n(?‘) =0.

On obtient, pour tout x €]0,1[, f'(z) = =1 — L +e(—z) + L + 1+ n(x) et donc

f/(@) = 5 + (=) + ().

Ceci donne lim, g >0 f/'(z) = % = f’(0). La fonction f’ est donc continue en 0.
6. Montrer que pour tout z € [0,1[, on a In(1 — ) + 2= > 0. En déduire le signe de f'(x) pour
x €]0,1].
corrigé

Pour z € [0,1[, on pose h(xz) = In(1 —x) + . La fonction h est continue sur [0, 1], elle est

1—x

dérivable sur ]0,1[ et on a, pour tout z €]0,1[, h'(z) = =gz > 0. La fonction h est donc

strictement croissante et, comme h(0) = 0, on en déduit que h(z) > 0 pour tout x € [0,1] et

h(x) > 0 pour tout x €]0, 1].

Comme f'(z) = 25 h(x), pour tout = €]0,1[, on a donc aussi f'(z) > 0 pour tout z €]0, 1] (et donc

aussi pour tout = € [0,1[ car f/(0) = 1 > 0).

7. Dresser le tableau de variations de f et tracer l'allure de son graphe sur [0, 1 (on pensera a calculer

la limite de f en 1).

corrigé

La fonction f est continue sur [0, 1[, dérivable sur |0, 1] (et dérivable a droite en 0). Sa dérivée est
strictement positive sur [0,1[. La fonction f est donc strictement croissante. On a f(0) = 1 et

1i1nfl:—)1,.’l?<1 f(T) = too.

Exercice 4.36 (Calcul de limites)

e —1-2z—24°
b

(14-22)Y/3 —(1+4x)/3
x 0 :

lim,_, ~

corrigé

Calculer les limites suivantes : lim, g

On sait que, pour tout z € R, e = 1 + 2 + 22/2 + 23 /6 + 231 () avec lim, _,oe1(x) = 0. On a donc,

pour tout z € R, €?* =1+ 2x + 222 + (4/3)a® + 23e5(x) avec lim,_,ge2(z) = 0. On en déduit que

e —1—2x — 222 4+ ()
: = — +eo(x).
3 3 2

. 2T 1o 2
On a donc lim,_,q % =4/3.

Pour 2 > —1/2 on pose f(x) = (1 +22)Y/3 — (1 + x)/3. La fonction f est de classe C*°. On remarque

que f(0) =0et f/(0) =1/3. On en déduit que lim,_,o (1+2m)1/3i_(1+m>1/3 =1/3.

T

110



Exercice 4.37 (Point fixe obtenu par itération)
Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = e® — 2 pour tout = € R.

1. On définit la fonction ¢ : R — R par ¢(z) = f(x) — z pour tout z € R.

(a) Dresser le tableau de variations de ¢ sur R (on pensera a calculer les limites en +00).
corrigé

La fonction ¢ est de classe C*°. On a ¢'(z) = € — 1. On a lim,,_~ p(z) = +0o0 et

lim, 4 o0 @(7) = +00 (en remarquant, par exemple, que e* > x + x2/2 pour tout z > 0). On
en déduit le tableau de variation de ¢

x —00 0 +00

O(x) | —1 - 0 + 4o

ORI S ST

(b) En déduire que 1’équation ¢(z) = 0 a exactement deux solutions a; et as sur R, avec oy <
0 < ay. (On ne cherchera pas a calculer «y et as de fagon explicite.)
Remarque. Les points a; et as sont donc les uniques points fixes de f, ¢’est-a-dire les uniques
solutions de ’équation f(x) = z sur R.
corrigé

Sur l'intervalle | — 00, 0], la fonction ¢ est continue et strictement décroissante de +oco a —1.
Elle s’annule donc une seule fois, en un point noté a;. Sur Uintervalle [0, 4o0c[, la fonction ¢
est continue et strictement croissante de —1 a +oo. Elle s’annule donc une seule fois, en un
point noté as. On a bien a; < 0 < as.

(c) Montrer que as < 2.

corrigé
On remarque que ¢(2) = €2 —4. Or, pour tout x > 0, on a e® > 1+ x (c’est, par exemple, une
conséquence du théoréme des accroissements pour la fonction z — e® sur Uintervalle [0, 1]).
On a donc (pour = 1) e > 2. On en déduit €? > 4 et donc p(2) > 0. Comme ¢ est croissante
sur lintervalle [2, +00[, on a donc p(z) > 0 pour z > 2, ce qui montre que ay < 2.

2. Dresser le tableau de variations de f sur R.
corrigé

On remarque que f/(z) = €* > 0 pour tout x € R. La fonction f est donc strictement croissante
sur R.

@] 0+ +x
fl@) | -2 7~ +oo

3. Soit (un)nen la suite définie par ug = 0 et pour tout n € N, u,1 = f(un).

(a) Calculer uy et montrer (par récurrence) que la suite (u,)nen est décroissante.
corrigé

u; = f(0) = —1 < 0 = wug, ce qui permet d’initialiser la récurrence. Soit n € N*, on suppose
maintenant que u,, < u,_1. Comme f est croissante, on a donc f(u,) < f(u,—1), ce qui donne

Unt1 < Up. On a bien montré, par récurrence, que la suite (uy,)nen est décroissante.
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(b) Montrer que pour tout n € N, on a u, > a3.
corrigé

On raisonne encore par récurrence. On a ug > a3 (car ug = 0 et a3 < 0). Soit n € N|
on suppose que u, > «j. Comme f est croissante, on a donc f(u,) > f(a1), ce qui donne
Up+1 > a1 (car f(aq) = a1). On a bien montré, par récurrence, que u,, > «; pour tout n € N.

(¢) En déduire que la suite (u,,)nen converge vers une limite finie.
corrigé

La suite (uy,)nen est décroissante minorée. Elle est donc convergente (dans R).

(d) On note ! = lim,,_, 4o up,. Montrer que I = .
corrigé

Comme u,, < 0 pour tout n € N, on a aussi [ < 0. Puis comme f(u,) = u,+1 (pour tout n) et

que f est continue, on obtient, quand n — +o0, f(I) = 1. On en déduit que | = «; (car «; est
le seul point fixe de f dans l'intervalle | — oo, 0]).

Exercice 4.38 (Dérivabilité de sin(z)/x)
Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = S22 s 2 £ 0 et f(0) = 1.

x

1. Rappeler pourquoi la fonction sinus admet un développement limité a l’ordre trois en 0 et donner
explicitement ce développement.

corrigé
La fonction sinus est de classe C? sur R, elle admet donc un développement limité & Iordre trois
en 0 . Ce développement limité est sin(x) = x — 23/6 + 23¢(x) avec lim, o e(x) = 0.

2. Montrer que f est dérivable en 0.

corrigé

Pour x # 0 on a (avec la question précédente)

f(Tj : (I;(O) f(Ti* 1_ Sm(i)z S —% + xe(x).
z—0

On en déduit que lin%) = 0 et donc que f est dérivable en 0 et f/(0 = 0.
rT—

Exercice 4.39 (Etude de z%/(1 + |z]))
On définit la fonction f de R dans R par

3

T
r) = ———, pour tout z € R.
f() T+ P

1. Montrer que f est continue et strictement croissante.
corrigé

La fonction f est continue car elle est formée par le quotient de deux fonctions continues et la
fonction au dénominateur ne s’annule pas.
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. - P 3z%+2)z|®
La fonction f est dérivable sur R* et sa dérivée est f/(z) = % On a donc f'(z) > 0 sur R*.
Une application du théoreme des accroissements finis donne alors que [ est strictement croissante

sur | — o0, 0] et sur [0, +o0[ et donc sur R.

. Montrer que {f(z), x € R} =R et en déduire que f est une bijection de R dans R.
corrigé

Comme [ est continue, {f(x), z € R} est un intervalle. Pour montrer que cet intervalle est R tout
entier, il suffit de remarquer que lim,_, o, f(z) = +00 et lim,_,_ f(2) = —co. Enfin, comme f est
strictement croissante, f est injective. Finalement, f est donc une bijection de R dans R.

. (Question difficile, inutile pour la suite) Montrer que f est de classe C® sur R.
corrigé

On pose h(z) = (1 + |z|)~! de sorte que f(z) = x*h(x) pour tout z € R.

La fonction h est de classe C™ sur R* et on a, pour z € R*, avec sign(x) = +1 si & > 0 et
sign(x) = —1si z <0,

B (x) = —sign(x)(1 4 |z|) 72, B (x) = 2(1 + |z|) ™3 et K" (x) = —6sign(z)(1 + |z|) ™.
La fonction f est aussi de classe C™>° sur R* et on a, pour = € R*,
f(x) = 32%h(x) + 23K (), f’(z) = 6zh(z) + 62°H (z) + 2°h" (),

et
f"(x) = 6h(x) + 18zh (z) + 921" (z) + 2*h" ().

De ces expressions, on déduit que lim, o f'(z) = lim,_o f”(x) = 0 et lim,_o f""(x) = 6. Ceci
permet de montrer (par un raisonnement vu en cours) que f est de classe C3 sur R et que f/(0) =
7"(0)=0et f(0) = 6.

. Montrer que
f(z) = 3 —xta x45(x) pour tout z > 0,

f(z) =2 + 2* + e (x) pour tout = < 0,

avec lim,_,0(x) = 0. En déduire que f n’est pas de classe C* sur R.
corrigé

On sait que pour tout z # 0 on a 1_}_1_ =1—xz+an(x), avec lim,_,on(z) = 0. On pose e(z) = n(zx)

siz>0ete(r)=—n(—z)siz<0. On a alors lim, ,ge(z) =0 et

f(z) =23 — 2* + 2*«(z) pour tout x > 0,

f(z) = 3+ zt 4+ x45(x) pour tout x < 0.

Ceci montre que f n’a pas de développement limité d’ordre 4 en 0 et donc que f n’est pas de classe
C* sur R (mais f est de classe C> sur R*).
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5. On note g la fonction réciproque de f (la fonction g est donc une fonction continue strictement
croissante de R dans R).

(a) Montrer que g est de classe C® sur R*, mais non dérivable en 0.
corrigé

La fonction f est bijective de ]0,+oo[ dans |0, +oo[. Elle est de classe C* et sa dérivée ne
s’annule pas sur |0, 4+o00[. On en déduit que g est aussi de classe C>° sur |0, +oo| (résultat vu
en cours). Un raisonnement analogue montre que g est de classe C° sur | — 00, 0] .

Pour x # 0, on a
9(z) —9(0) _g(z) _ g(x) _ 1+]g(@)]

r—0 z f(g(x)) g9(x)?
9(0)

Comme lim,_,o g(x) = 0 (par continuité de g en 0), on a donc lim,_q % = +o00. Ce qui
prouve que g n’est pas dérivable en 0.

(4.17)

(b) La fonction g admet-elle un développement limité d’ordre 3 en 0 ?
corrigé

Si g admettait un développement limité d’ordre 3 en 0, g serait dérivable en 0, ce qui n’est pas
le cas. Donc, g n’admet pas de développement limité d’ordre 3 en 0 (ni méme d’ordre 1).

(c¢) Montrer qu'il existe o > 0 t.q. limy_,04>0 % = limy, 0 y<0 % =1 (et donner cette valeur
de a).
corrigé

glr)
s1gn(r)|r\%

=14 |g(z)| et donc

(14 |g(x)])3. Comme lim,_,0g(z) = 0, on a donc lim L)l
=0 sign(x)|x|s

g(x)®

On reprend 1’égalité (4.17). Elle donne, pour = # 0,

= 1. Ceci répond a la

ot Bbe avee o — L
question posée avec o = 3.

Exercice 4.40 (Inégalité de Lojasiewicz, corrigé de ’exercice 4.26) Soit f une fonction analy-
tique R dans R. On suppose que f n’est pas identiquement nulle. On suppose aussi que f(0) = 0 et
f(0) = 0. Soit p € N t.q. f@(0) =0 pouri < pet f®(0)+#0. (Un tel p existe d’apres 1’exercice 4.25.)
Montrer qu’il existe v > 0 et R > 0 tels que

[f(@)["% < 7| ()] si|a] < R.

[On pourra utiliser le développement de Taylor de f en 0 et les propriétés vues dans la remarque 4.3.]
——corrigé
Pour k € N, on pose a; = f*)(0)/k!. Soit R > 0 t.q.

|z] < R = f(z)= lim E apzt.
Comme cela a été dit dans la remarque 4.3, on a aussi

lz| < R = f'(z) = lim Zkak,:rkfl.

n—-+o0o
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En utilisant la définition de p, on a alors

|z| < R = f(z) = 2Pg(z) avec g(x) = lim Zakxk*p,

n—-+oo
=p
et N
D / _ ..p—1 . : k—p
|| < R = f'(z) =aP "h(x) avec h(x) = nllg-loozkaki .
=p
On a donc - -
[f@)| 7 = [aPHg(z)| 7
et

|f'(@)] = [P~ A ()]

Comme cela a été vu dans la remarque 4.3, les fonctions h et g sont continues, et méme analytiques, dans
la boule (ouverte) de centre a et de rayon R. Comme h(0) = pa, # 0, il existe R < R t.q.

B= min [|h(z)| > 0.
z,|z|<R

On pose alors
-1
A _ a p—-
Iﬂf;éng(x)l v,

et on prend v = A/B. On a alors pour |z| < R,

[f@)|F < 2Pt A< 2Py B <A f ()
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Chapitre 5

Intégrale et primitives

5.1 Objectif

On cherche dans ce chapitre a construire 'opérateur réciproque de l'opérateur de dérivation. Les deux
questions suivantes sont alors naturelles.

Question 1 : Soit f une application de R dans R. Existe-t-il une application F', de R dans R, dérivable
et t.q. F' = f (c’est-a-dire F'(z) = f(x) pour tout x € R) ? Si une telle application F' existe, on dit que
F' est une primitive de f.

Question 2 : Si F existe, dans la question 1, F' est-elle unique ?

Réponse a la question 2 : Cette question est facile, F' est unique a une constante additive pres. On
peut le voir comme conséquence du théoreme des accroissements finis (théoreme 3.2). Nous le verrons
dans le théoreme 5.2.

Réponse a la question 1 : Cette question est beaucoup plus difficile.

1. On va montrer que la réponse est “oui” si f est continue (le fait que f soit continue est donc une
condition suffisante pour que f admette une primitive). Ceci sera vu dans le théoreme 5.2.

2. Le fait que f soit continue n’est pas une condition nécessaire pour que f admette une primitive.
Plus précisément, si f admet une primitive, on a donc f = F’, ou F est une application dérivable
de R dans R. L’exercice 3.6 montre alors que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires. Donc,
le fait que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires est une condition nécessaire pour que f
admette une primitive. Cette condition est-elle suffisante ? (je ne sais pas..., on peut montrer que
si f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, f n’est pas nécessairement localement intégrable,
meéme au sens de Lebesgue, notion qui ne sera pas présentée dans ce document, mais cela ne permet
pas de conclure.)

Résumé : L’objectif principal de ce chapitre est donc de démontrer que si f est continue de ]o, 8] dans R
(—o0 < a < B < 0), alors f admet une primitive.
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5.2 Intégrale des fonctions en escalier

Définition 5.1 (Fonctions en escalier) Soit —co < a < b < oo et f une application de [a,b] dans R.
On dit que f est “en escalier” si il existe n € N*, xg, ...,z € [a,b], a1,...,0n ER L.q. :

e a=x9<...<z,, =0,
o f(z)=oy, six €lx;—1,xi[, 1 € {1,...,n}.
On note E,;, Uensemble des fonctions en escalier sur lintervalle [a, b).

Remarque 5.1 Soit —oco <a <b<ooet f € Eyyp. Soit xg,..., 2z, € [a,b] et a1,...,a, ER t.q. :
a=x9<...<zp=bet f(x)=aysix€lae,_1,z;[,i€{1,...,n}.

On aimerait poser f: f(z)dx =371 ai(wi — xi—1). Est ce possible ? La difficulté est ici que les a; et les
«; ne sont pas nécessairement uniques. Cette difficulté est résolue dans la proposition 5.1.

Proposition 5.1 Soit —co <a <b< oo et f € Eqp.
e Soit xg,...,xy, € [a,b] et a1,...,a, ER t.q. :
a=x9<...<zp=0b, et f(x)=q; six €lx;_1,z;[, 1 € {1,...,n}.
o Soityo,...,yp €la,b] et f1,...,8, €R t.g. :
a=yo<...<yp=bet f(x)=0; siz€lyi—1,yl, i €{1,...,p}.

Alors, Y70 (@i — mim1) = Y b1 Bilyi — yi—1)-

DEMONSTRATION : On réunit Uensemble des points z;, i € {0,...,n}, et des points y;, j € {0,...,p}, on
a ainsi
{z0,-- -, z¢t ={z0,- -, } U{yo, .., Yp}, aveca =20 < ... < zg =b.

(On a donc max{n,p} < g < n+p—1.) Sur lintervalle |zx_1,2x[, k¥ € {1,...,q}), la fonction f est
constante, on note 7y, sa valeur. On va démontrer que

Zai(xi—zi_l) :Z’Yk(zk — Zk—1). (5.1)
i=1 k=1

Bien siir, un raisonnement analogue donnerait Y ©_, i (y; — yi—1) = > p—q Vk(2k — 2K—1), ce qui permet
de conclure la démonstration.

Pour montrer (5.1), on remarque que les points z;, i € {0, ...,n}, font partie des points z, k € {0, ..., q}.
Pour tout ¢ € {0,...,n}, il existe donc k; € {0,...,q} t.q. &, = zx,. On a, en particulier, kg = 0 et
k, =

ki
Soit maintenant ¢ € {1,...,n}. Ona z; —x;—1 = 2, — 2,_, = E ZL — 2k—1, et donc
k=k;_1+1
7
a;(x; —xiq) = o (2 — 2K—1).

k=k;_1+1
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Mais, pour tout k € {k;—1 +1,...,k;}, on a |zx_1, 2x[C]ai—1, z;[ et donc v, = ;. On en déduit que

ki

ailwi—wi) = Y (e —ze).

k=k;_1+1

On somme maintenant sur i cette égalité et on obtient

n n ki
Sailwi—zic) =Y >l —zo1) = Y Wz — zro1)-
i=1

i=1 k=k;_1+1 k=1

_

Ce qui donne bien (5.1) et conclut la démonstration (car, comme cela a déja été dit, un raisonnement
analogue donnerait Y ©_ | B;(yi — vi—1) = > pey Ve(2k — 2K-1))- n

Définition 5.2 (Intégrale des fonctions en escalier) Soit —co < a < b < 0o et f € Eqp (voir la
définition 5.1). Soit xg, ...,z € [a,b], a1,...,a, ER t.q. :
a=x0<...<zp=bet f(z)=qy, siz€lx;_1,z;, 1 €{1,...,n}.

b
On pose T(f) = [ f(x)de =37 | oy — xi1).
Voici des propriétés élémentaires sur E, ; et sur I'opérateur 7.

Proposition 5.2 (Propriétés de ’intégrale sur E, )
Soit —o0o < a < b < 00, Alors (avec les définitions 5.1 et 5.2):

1. E,p est un ev. sur R,

2. T est une application linéaire de E,, dans R,
3. f,9€ Eap, f29 = T(f)>T(g),

4- f € Eap = |f| € Eap et |T(f)] < T(|f])-

N.B. La notation “f > g” signifie “f(x) > g(x) pour tout x € [a,b]”. La fonction |f]| est définie par
|f(x) = |f(z)| pour x € [a,b].

DEMONSTRATION :

1. 11 est facile de voir que ensemble des applications de [a,b] dans R est un e.v. sur R. On remarque
alors que E,; est un s.e.v. (c’est-a-dire un sous espace vectoriel) de ’ensemble des applications de [a, b]
dans R. En effet, soit f,g € E,p et o, 8 € R. 1l existe zg,...,x, € [a,0] t.q. a =29 < ... < zp =D
et t.q. f soit constante sur |z;_1,x;[, pour tout ¢ € {1,...,n}. De méme, il existe yo,...,y, € [a,D] t.q.
a=1yg<...<yp,=Dbett.q. gsoit constante sur Jy,;_1,y,[, pour tout j € {1,...,p}. On introduit alors,
comme dans la proposition 5.1, I'union des points x;, ¢ € {0,...,n}, et des points y;, j € {0,...,p},
c’est-a~dire

{z0y-- -, 24} ={z0,- -, 2} U{yo, ..., Yp}, aveca =20 < ... < zg =b.

11 est clair (comme l'ensemble des points zj, contient tous les points x; et tous les points y;) que les
fonctions f et g sont constantes sur |zi_1, zx[, pour tout k € {1,...,¢}. la fonction af + g est donc
aussi constante sur |zx_1, 2|, pour tout k € {1,...,¢}. ce qui prouve que af + g € E,; et donc que
E,p est un e.v. sur R. (On peut remarquer que cet espace vectoriel est de dimension infinie).
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2. Pour montrer que 7" est une application linéaire sur E, ;, on reprend les notations précédentes. Soit
f,9 € Eqp et a, 8 € R. Comme précédemment, on remarque qu'il existe {zo,...,2,} t.q. a =20 < ... <
zg =bet t.q. f et g soient constantes sur |zx_1, 2x[, pour tout k € {1,...,¢}. On note alors oy la valeur
de f sur |zp_1, zK[et B la valeur de g sur |zx_1, zx[. Par définition de T' (définition 5.1) on a

T(f) =Y arlzr —ze-1), T(9) =D Brlzr — zk-1)-
k=1 k=1

La fonction a f + 8¢ (qui appartient, comme nous 'avons déja vu, & E, ;) est aussi constante sur |z,_1, zx[
(pour tout k € {1,...,q}) et sa valeur sur |z;_1, 2;[ est aay + 85;. On a donc (toujours par la défini-
tion 5.1)

q
T(af +B9) =D _(aak + BBk)(zk — zk-1)-
k=1

On en déduit

q

q
T(af +Bg) =Y ar(zr — 26-1) + B Brlzk — 2r-1) = oT(f) + BT (g).
k=1 k=1
Ce qui prouve bien la linéarité de T'.

3. On reprend, encore une fois, les mémes notations. Soit f,g € Eqp. Il existe {zg,...,24} t.q. a = 20 <
. < zg=bet t.q. f et g soient constantes sur |zx_1, zx[, pour tout k € {1,...,¢q}. On note alors ay, la
valeur de f sur |zx_1, zi[et By la valeur de g sur ]zx_1, zx[. On a donc

Br(2k — zp-1).

T(f)= Zak(zk —zp-1), T(9) =
k=1

>
Il =
—

f > g, on a nécessairement «y, > B pour tout k € {1,...,¢} (il suffit de remarquer que ay = f(z) >
x) = B pour = €|zx_1, 2zk[). On en déduit que

T(f) = an(zr—26-1) = > Belzk — 2r-1) = T(g).
k=1

k=1
4. Soit f € Eqp. Il existe zg,..., 2, € [a,b], a1,...,00 ERt.q. a =29 < ... <xp =bet f=q; sur
Jwici, @i, i € {1,...,n}. On a alors |f| = || sur Jx;—1,2;[, pour tout ¢ € {1,...,n}. Ceci prouve que

|f| € Eqp et (avec la définition 5.1)

n

T(|f|) = Z IO%‘ — Ti— 1 Z — X 1 T(f)

i=1

Le méme résultat avec —f au lieu de f donne

(= f1) 2 T(=1).
. Comme | — f| = |f] et (par linéarité de T') T'(—f) = =T'(f), on a donc
T(f) = =T(f)-
Finalement on a donc T'(|f|) > max(T(f),—T(f)) = |T(f)|. m
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5.3 Intégrale des fonctions continues

Exemple 5.1 Soit I un intervalle de R et f une application de I dans R. On rappelle que :
f continue (sur I) A f uniformément continue.
Voici deux exemples d’applications continues et non uniformément continues.
1. I=]0,1] et f(z) =1 (vu au chapitre 2).
2. I=Ret f(z) =22

Toutefois, lorsque I est intervalle de R, fermé et borné, le théoreme 5.1 montre que f est continue si et
seulement si f est uniformément continue.

Théoreme 5.1 (Heine) Soit —o0o < a < b < 0o et f une application continue de [a,b] dans R. Alors,
f est uniformément continue.

DEMONSTRATION : Cette démonstration fait I’objet de I’exercice 5.2. m

Remarque 5.2 Soit —00 < a < b < oo et f une application bornée de [a,b] dans R. Comme f est
bornée, on peut trouver g et h dans E,p t.q. ¢ < f < h. Soit g,h € Egp t.q. ¢ < f < h. On a alors
(d’apres la proposition 5.2) ffg(x)dz < f; h(z)dz. Cette remarque suggere la définition de 'intégrale
“supérieure” (notée Sy) et de l'intégrale “inférieure” (notée Iy) de f.

Définition 5.3 (Intégrales supérieure et inférieure) Soit —o00 < a < b < oo et f une application
bornée de [a,b] dans R. On pose Iy = sup{f:g(x)dx,g € Eup, g < [}, S§ = inf{f: h(z)dz,h € Eqp,
f<h}.

Remarque 5.3 Soit —co < a < b < oo et f une application bornée de [a,b] dans R. La remarque 5.2
(avec les notations de la définition 5.3) donne Iy < S;. Mail il est possible que Iy # Sy. Par contre, si

f € Eqp, il est facile de montrer que Iy = Sy = fab f(x)dx.

Soit —00 < a < b < oo et f une application continue de [a,b] dans R. La fonction f est donc bornée (voir
le théoréme 2.3). Nous avons vu dans la remarque 5.3 que Iy < S (ces quantités sont définies dans la
définition 5.3). Dans la proposition 5.4 nous allons montrer que Iy = Sy. Ceci nous permettra alors de
définir I'intégrale de f sur [a,b] comme la valeur commune de Iy et Sy (voir la définition 5.5). Pour cela,
nous allons d’abord montrer qu’on peut approcher f “uniformément” par une fonction en escalier (grace
au théoréme 5.1).

Définition 5.4 (Convergence simple et convergence uniforme) Soit D C R, (fn)nen une suite
d’applications de D dans R et f une application D dans R.

1. On dit que f, converge simplement vers f, quand n — 400, si

pour tout x € D, ngrilm fa(z) = f(2).

2. On dit que f, converge uniformément vers f, quand n — 400, si

i _(sup (o) ~ )] ) =

n—+oo €D
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Remarque 5.4 La convergence uniforme implique la convergence simple, mais la réciproque est fausse
(méme si D est un intervalle fermé borné et que les fonctions f, et f sont continues de D dans R). Par
exemple, on prend D = [0,1], f(x) = 0 pour tout z € [0,1] et, pour n > 2, on définit f, par

La suite (fn)n>2 converge bien simplement vers f, mais elle ne converge par uniformément vers f car,
pour tout n > 2, sup,¢oq1 | fn(z)| = 1.

On approche maintenant une fonction continue par une fonction en escalier.

Proposition 5.3 Soit —0o < a < b < oo et f une application continue de [a,b] dans R. On a alors

1. Pour tout e > 0, il existe ¢ € Eqp t.q. |f — | < e (c’est-a-dire p(x) —e < f(x) < o(x) + € pour
tout = € [a,b]).

2. Il existe une suite (pn)nen de Eqp t.q. on — f uniformément, quand n — +oo.

DEMONSTRATION : Soit ¢ > 0. Comme f est uniformément continue (d’apres le théoréme 5.1), il existe
a>0t.q.
2,y € [a,0], |v —y| <a = |f(z) - fly) <e (5.2)

On choisit alors n € N* t.q. < 2 et pour i € {0,...,n} on pose z; = a + (b — a), de sorte que
b—a n

1
- =
a=z0<...<xp=betx;—x;_1= I’_T“ < a. On définit alors ¢ de la maniere suivante :

o(x) = f(zi—1) stz el i€{l,...,n},

avec I; = [zj_1,x;[sii € {1,...,n} et I, = [zyp_1,x,]. Avec cette définition de ¢, on a bien ¢ € E, et
ona|f —¢| <e. En effet, soit x € E,p, il existe ¢t € {1,...,n} t.q. = € I;. On a alors (grace a (5.2))
b—a

\gp(w)ff(x)| = |f(xl—l)*f($)| <e car |l’*$¢_1| <z, —xTi_1 = - < a.

On a donc bien trouvé ¢ € E,p t.q. | — f| <e.

Pour montrer le deuxieme item, il suffit de prendre, pour n € N*, ¢, € Eyp t.q. |pn — f| < % On a
alors sup,c(q 4 lon () — f(2)] < L. La suite (¢n)nen converge donc uniformément vers f. ]

Proposition 5.4 Soit —0o < a < b < oo et f une application continue de [a,b] dans R. Alors Iy = Sy.

DEMONSTRATION : Comme cela a été dit dans la remarque 5.3 on a Iy < Sy (cela est méme vrai pour
toute fonction bornée de [a, b] dans R et donc, a fortiori pour toute fonction continue de [a, b] dans R).
Grace a la proposition 5.3, on va montrer maintenant que Iy = Sy.

D’apres la proposition 5.3, il existe une suite (pp)nen de Eqp t.q. ¢, — f uniformément vers f, quand
n — 4o00. On a donc, pour tout n € N,

‘Pn—%ﬁfﬁ@n‘f‘ﬁm

121



avec lim e, =0ete, = sup |p,(x)— f(z)|. En posant g, = f, — e, et hy, = fr, + &5, on a donc
n—+oo z€[a,b]

Gnshn € Eqp et g, < f < hy,. La définition de Iy et Sy (définition 5.3) et le fait que Iy < Sy donne alors

b b
/ gn(x)dr < Iy <S8;< / hy(x)dz.

Grace a la linéarité de l'intégrale sur I, 3, on a donc

b b
/ op(x)der —e,(b—a) <Ip <Sp < / on(z)dr + €5 (b — a). (5.3)

On en déduit, en particulier, que 0 < Sy — Iy < 2¢,(b—a). Comme lim,,_, o &, =0, on a donc Iy = Sy.
[

Définition 5.5 (Intégrale des fonctions continues) Soit —c0 < a < b < oo et f une application

continue de [a,b] dans R. On pose f; flx)de = Iy = Sy (les quantités Iy et Sy sont définies dans la
définition 5.3).

Remarque 5.5 Soit a,b € R, a < b, et f une application continue de [a,b] dans R. On sait maintenant
que f: flx)dx = Iy = Sf. Soit (¢n)nen une suite de Eqp t.q. ¢, — f uniformément vers f, quand
n — +o0o. On a donc, pour tout n € N,

@n_5n§f§¢n+5n7

avec lim e, =0ete, = sup |p,(z)— f(z)|. Comme cela a été vu dans la proposition 5.4, on a
n—r+o0 z€[a,b)

b b
/ on(x)de —e,(b—a) <Ip < S§ < / on(z)dr 4+ €, (b — a).

Mail, comme f; f(z)dx = Iy = Sy, on en déduit

| " flaye - / " ()] < 2a(b— ).

b b
On a donc lirf / on(x)dr = / f(x)dx. Nous utiliserons ceci pour démontrer (simplement) la linéar-
n—-—+oo
a

a
ité de l'intégrale sur l'ensemble des fonctions continues de [a,b] dans R (proposition 5.5).

Soit —oo < @ < b < 00, on rappelle que E,, = {f : [a,b] = R; f en escalier} et on note C([a,d]) = {f :
[a,b] = R; f continue}. L’intégrale est donc définie sur C([a,b]) (et sur E, ;). Voici quelques propriétés
simples de l'intégrale sur C([a,b]) déduites de celles sur E, ; (proposition 5.2).

Proposition 5.5 (Propriétés de l’intégrale des fonctions continues) Soit —0co < a < b < co0. On
note I Uapplication de C([a,b]) dans R définie par I(f) = f; f(z)dz. Alors :

1. C([a,b]) est un e.v. surR,

2. (linéarité) I est une application linéaire de C([a,b]) dans R,
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3. (monotonie) f,g € C([a,b)]), f>g = I(f) > I(g),
4. f€C([a,b]) = |f| € C([a,b]) et [I(f)] < I(|f])-

DEMONSTRATION :

1. Le fait que C([a, b]) est un e.v. sur R est facile & voir. En effet, si f et g sont continues de [a, b] dans
R et si o, 8 € R, la fonction af + Sg est aussi continue de [a,b] dans R.

2. Soit f,g € C([a,b]) et o, € R. 1l existe deux suites (¢n)nen €t (Yn)neny de Eqp t.q. on — f
uniformément et ,, — g uniformément, quand n — +o00. Pour tout = € [a,b], on a

[(apn + Bn) () — (af + Bg)(x)| < |allen(z) — f(@)| + [Bl[¢n(z) — g(z)],

et donc
wzt[lfb]{l(ason + BYn)(z) — (af + Bg)(x)[} < | zzl[lfb]{m(x) = f(@)[}+ B mzl[lfb]{‘wn(x) —g(x)[}.

On en déduit que (ap, + S,) — (af + Bg) uniformément, quand n — +o0o0. D’apres la remarque 5.5 on
a donc

n—-+oo n—-+4+oo

b b b b
lim @n(x)dasz/ f(x)dx, lim /wn(x)darz/ g(z)dz
b

et
b

tim_ [ (g + B0n)(@)ds = [ (af + B (a)d

n—-+oo a a

Or, la linéarité de I'intégrale sur E,; (proposition 5.2) donne

/ab(awn + By (x)da = a/ab on(x)dz + 3/: b (2)dz,

en passant a la limite quand n — +o00 on obtient donc

Luﬁ+ﬂw@mxalnmmn+5LZ@M$

Ce qui prouve bien la linéarité de 'intégrale sur C([a, b]).

3. Soit f,g € C([a,b]), avec g < f. On remarque simplement ici que

{0 €Eup, 0 < gy C{p € Eup,p <[}
On en déduit I, < I et donc

Lmezgggzlvmm.

4. Soit f € C([a,b]). On a, bien sir |f| € C([a,b]). Comme f < |f], Pitem précédent donne

/a ' flayde < / ' @)de,

Mais, on a aussi —f < |f|, les deux items précédents donnent alors

—LvmmzfﬂﬂWMS[U@W-
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Finalement, comme |f: f(x)dz| = max{fj f(x)dz,— f: f(x)dz}, on a bien

I/abf(:odx < /abf(:c)|d:c.

Ce qui termine la démonstration de la proposition 5.5. [

Remarque 5.6 Soit a,b € R, a < b. On a défini l'intégrale des fonctions continues (et 'intégrale des

fonctions en escalier) sur lintervalle [a,b]. On a aussi montré que lapplication f f: f(z)dx était
linéaire sur E,; (proposition 5.2) et linéaire sur C([a,b]) (proposition 5.5). On donne maintenant deux

généralisations possibles (mais peu intéressantes).

1. On note S, 'ensemble des fonctions réglées, c’est-a-dire I’ensemble des fonctions qui sont limite

uniforme de fonctions en escalier. L’ensemble S, ; contient donc E, ; et C([a,b]). En reprenant la
proposition 5.3, il est facile de voir que Iy = Sy si f € S, (dans la proposition 5.3, on a seulement
utilisé le fait qu’une fonction continue était limite uniforme de fonctions en escalier). Si f € Sgp,

on pose f: f(z)dz = Iy = Sy. De méme, une adaptation simple de la proposition 5.5 montre que
Sa.b est un e.v. sur R et que I'application f +— f; f(z)dx est linéaire sur S p.

. Soit f une application de [a,b] dans R. On dit que f est intégrable au sens de Riemann si f est
bornée et Iy = Sy (voir la définition 5.3). On note R, I'ensemble des fonctions intégrables au
sens de Riemann sur lintervalle [a,b]. L’ensemble R, ; contient donc Syp. Si f € Ryp, on pose

f; f(z)dz = Iy = Sy. On peut montrer que R, est un espace vectoriel sur R et que I'application

= f: f(z)dz est linéaire sur R, ; (voir I'exercice 5.9). Cette démonstration est différente de celle
de la proposition 5.5 car une fonction appartenant a R, n’est pas forcément limite uniforme de
fonctions en escalier.

. Les deux généralisations précédentes (I'intégrale sur S, 5 et sur R, ;) sont peu intéressantes. Une
généralisation treés intéressante (mais qui utilise des outils différents) est 'intégrale de Lebesgue.
Elle contient 'intégrale de Riemann, c’est-a-dire l'intégrale sur R, ;, et donc aussi l'intégrale des
fonctions réglées et 'intégrale des fonctions continues.

Remarque 5.7 Soit —o0o < a < b < o0 et f € C([a,b]), on pose m = inf{f(x), = € [a,b]} et M =
sup{f(z), = € [a,b]}. Une conséquence du troisieme item de la proposition 5.5 est alors que m(b —a) <

I f(@)de < M(b - a).

Proposition 5.6 (Formule de Chasles) Soit —co < a <b < oo, f € C([a,b]) et a < c <b. Alors

/ab f(z)dx = /ac f(z)dz + /Cb f(z)dz.

DEMONSTRATION : Soit ¢ € E,p. On définit € et ¢ par

&(z) = o(x) pour z € [a,c], ((z)=¢(x) pour z € [c,b)].

Il est facile de voir que § € E, ., ¢ € E. et (avec la définition 5.2) que

/a o) / " e(w)de + / (). (5.4)
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Comme f € C([a,b]), il existe une suite ¢,, dans E,p t.q. ¢, — f uniformément sur [a,b]. On définit
alors les suites (§)nen €t (¢n)nen dans E, . et E.j par

&n(z) = o (z) pour x € [a,c], G.(z) = p,(z) pour = € [c,b].

La suite (&, )nen converge uniformément vers f sur [a, ¢] et la suite (¢, )nen converge uniformément vers
f sur [¢,b]. La remarque 5.5 donne donc

b b b b
nEToo/ En( dm—/ f(x)dz, nliffoo/c Cn(w)dév=/c fla)dz, lim ’ wn(w)dw=/a f(z)dx

Comme/ on(x daj—/ Enlx da:—!—/ Cn(x)dx (pour tout n € N, voir (5.4)), on obtient quand n — o0,
/f dx—/f dx—l—/f [

5.4 Primitives

Définition 5.6 (Intégrale toutes bornes) Soit —oco <b<a < oo et f € C([b,a]), On pose :

/:f(x)d$=—/baf(x)dx sib<a et /aaf(x)dx:

Une conséquence facile de la définition 5.6 et de la proposition 5.6 est que si —o0 < a < f < oo, f est
une application continue de Ja, §] dans R et a,b, ¢ €]a, 8], on a alors :

/ab f(z)dz = /ac f(z)dx + /Cb f(z)dx

On montre maintenant l'existence (et l'unicité & une constante pres) d’une primitive & une fonction
continue.

Théoréme 5.2 (Primitive d’une fonction continue) Soit —co < a < < oo et f continue de |o, 8]
dans R. Soit a E]a Bl
On pose F(x f f(®)dt pour x €]a, 8. Alors :

1. La fonction F dérivable (sur ]a, B]) et F'(x) = f(x) pour tout x €], B]. La fonction F est donc
une primitive de f.

2. Soit G une primitive de f. Il existe alors C € R t.q. F'—G = C (c’est-a-dire F(x) — G(z) = C
pour tout © € R). La fonction F est donc la seule primitive de f s’annulant en a.

DEMONSTRATION : Soit z €], 3. On va montrer que

. F(zx+h)—F(x)
timg £ 1) - f(@). (5.5)

Soit ¢ > 0. Comme f est continue en z, il existe n > 0 t.q.

yele—nzt+n = |fly) - flx) <e (5.6)
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Soit maintenant 0 < h < 7. On a

z+h x z+h z+h
F(x+h)—F(z) = / f®)dt et f(x)= %/ dt = %/ f(z)dt.

On a donc

— f(x)

‘F(m—l—h)—F(m)
h

On utilise maintenant la proposition 5.5 et (5.6) (car |h| < 7). On obtient

. _ - z+h z+h
FEED P g < g [0 - s g [T e =

xT
Un raisonnement analogue avec —n < h < 0 donne

Pt =P pl < L [ 10— soars = [ =

Finalement, on a donc
F(x+h)— F(x
( i)z ( )—f(x)

Ceci prouve bien (5.5) et termine le ler item du théoréme 5.2, c’est-a-dire F est dérivable et F/ = f.

<e.

B0, |h|<77=>’

Pour montrer le deuxiéme item, soit G une primitive de f. On a donc, pour tout y €la, 8], F'(y) =
G'(y) = f(y). Soit z €]a, B,  # a. En appliquant le théoréme des accroissements finis (théoreme 3.2) a
la fonction G — F sur l'intervalle dont les bornes sont a et z, il existe y entre a et x t.q.

(G(z) — F(z)) = (G(a) — F(a)) = (z — a)(G'(y) — F'(y)) = 0.
La fonction G — F est donc constante (et égale & G(a) — F(a), c’est-a-dire & G(a)).
Bien stir, on en déduit que F' est la seule primitive de f s’annulant en a. [

Une conséquence du théoreme 5.2 est que ’on peut calculer des intégrales en recherchant des primitives.
Plus précisément, soit —co < a < 8 < oo et f une fonction continue de |« 8] dans R. Soit a,b €]a, (]
Pour calculer f; f(t)dt, on recherche une primitive de f, notée F. On a alors f; f(t)dt = F(b) — F(a).

Par exemple, Pour calculer de fol t2dt, on cherche une primitive de z — 22. Une primitive est 'application
T %3 et on obtient ainsi fol t? = 1.

Remarque 5.8 Soit —00 < a < 8 < co et f de |a, B[ dans R, de classe C*. On a alors, pour tout
a,b €la, p, f(b) — f(a) = fab f/(t)dt. En effet, pour z €], 8], on pose

Fa) = [ F0d e 6@ = 1@ - 1@

Les fonctions F et G sont donc deux primitives, s’annulant en a, de la fonction continue f’. Le
théoréme 5.2 donne donc que F' = G, c’est-a-dire F(b) = G(b) pour tout b €]a, 3].
Voici un exemple d’application de cette égalité, en utilisant la monotonie de l'intégrale. Si b > a, on
déduit de ’égalité précédente :

m(b—a) < f(b) = f(a) < M(b—a),
avec m = min{f’(x),z € [a,b]} et M = max{f'(x),z € [a,b]}. (Ceci a déja été montré précédemment,
mais d’une maniére différente, en utilisant directement le théoréme des accroissements finis, théoreme 3.2.)
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5.5 Intégration par parties, formule de Taylor

Proposition 5.7 (intégration par parties) Soit —oo < a < 8 < oo et f, g deuzx applications contin-
ues de |a, B[ dans R, de classe C*. On a alors, pour tout a,b €]a, B[, a < b :

/ f(2)g(x) / F(@)g (2)dz + F(B)g(b) — F(a)g(a).

DEMONSTRATION : la fonction fg est aussi de classe C! sur |, 8[. La remarque 5.8 donne donc, comme

(fg) =f'g+fd

f(b)g(b)—f(a)g(a)=/ (fg)'(t)dtZ/ (f'(2)g(x) + f(2)g'(x))da.

La linéarité de 'intégrale (proposition 5.5) donne alors

/ f(@)g(z) / F(@)g (2)dz + F(B)g(b) — F(a)g(a).

Ce qui termine la démonstration. [

On donne maintenant la formule de Taylor avec reste intégral, plus précise que les formules de Taylor-
Young et Taylor-Lagrange.

Proposition 5.8 (Taylor, reste intégral) Soit —oco < a < 8 < 0o et f une application de ], B] dans
R. Soit a,b €], B[ et n € N*. On suppose que f est de classe C™. On a alors :

1. Sin=1, f(b) = f(a)+ bfafo "(tb + (1 — t)a)dt.

2. Sin=2, f(b) = f(a) + (b—a)f'(a) + (b— a)? i (1 — ) f"(th + (1 — t)a)dt.

3. Sin>2, f(b)=3r"¢ “’*T?)’“f(k)(a) +(b—a) [y S L PO (b + (1 — t)a)dt.

DEMONSTRATION : On commence par montrer la proposition sia =0, b =1 (et donc a < 0 et 3 > 1).

Soit ¢ une fonction de classe C' sur Ja, B[ (intervalle ]o, B[ est donc simplement un intervalle ouvert
contenant 'intervalle fermé [0, 1]). La remarque 5.8 donne

o) =00 = [ S0

Ceci donne l'item 1 de la proposition 5.8.

On suppose maintenant que ¢ est de classe C2. On utilise la proposition 5.7 avec f(x) = x — 1 et
g(z) = ¢'(z). On obtient

(1) — p(0) = / S (t)dt = — / (x— )¢ (@)de + F(1)e'(1) — F(0)¢(0) = / (1 - )¢/ (2)de + ' (0).

Ceci montre le deuxieme item de la proposition 5.8. On montre ensuite le troisieme item de la proposi-
tion 5.8 en faisant une récurrence et en utilisant la proposition 5.7 (on passe de n & n + 1 en prenant,
dans la proposition 5.7, f(z) = —1(1 — 2)" et g(z) = ¢™). Ceci est laissé en exercice.
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Pour montrer le cas général de la proposition 5.8, on se ramene au cas a = 0 et b = 1 en posant

o(t) = f(tb+ (1 = t)a).

La fonction ¢ est bien définie sur un intervalle ouvert contenant [0, 1]. Elle a la méme régularité que ¢
(c’est-a~dire que @ est de classe C™ si f est de classe C™) et on obtient les dérivées de ¢ & partir de celle
de f. Plus précisement, on a, pour t € [0,1], ¢'(t) = (b—a)f'(tb+ (1 — t)a) et donc, par récurrence sur
n, pour tout n € N,

™ (t) = (b—a)" " (th + (1 - t)a).

On trouve alors facilement la formule de taylor de f a partir de celle pour . [

5.6 Théoreme de convergence

Question : Soit —0o < a < b < 00, (f,)nen une suite de C([a,b]) et f € C([a,b]).
On suppose que lim,, ;4 fn(x) = f(2) pour tout = € [a,b] (on dit que f,, converge simplement vers f.)

A-t-on lim,, 4 oo f; fo(z)dz = f; f(z)dz ? (i.e. peut-on intervertir lim et [)

Réponse : En général, la réponse est non ! mais la réponse est “oui” si la convergence de f, vers f est
uniforme, comme le montre le théoreme 5.3.

Théoréme 5.3 (Convergence uniforme donne convergence en moyenne) Soit —co < a < b <
00, (fn)nen une suite de C([a,b]) et f € C([a,b]). On suppose que (fn)nen converge uniformément vers

f. Alors : \ ,
ngrfoo/a fn(x)dx:/a f(x)dx.

On a méme

b
lim / | fr(x) — f(z)|dx = 0.

n—-+4oo
DEMONSTRATION : On pose

en = sup |fu(x) — f(2)]-

z€Ja,b]

(On peut noter d’ailleurs que ce “sup” est atteint, c’est-a-dire qu’il existe x,, € [a,b] t.q. | fn(zn)—f(zn)| =
SUP,e(ap) [fn(2) = f(2)].)

La convergence uniforme de f,, vers f donne lim,_, 1 €, = 0. Par monotonie de l'intégrale, on a donc
b
[ 15a@) = s@)de < (0~
a
on en déduit bien

n—-+oo

b
lim / | frn(x) — f(z)|dx = 0.

Puis, les items 2 et 4 de la proposition 5.5 donne

/ab fulz)de — /ab f(z)dz

On a donc lim, 1 f: fo(z)dz = f: f(z)dz. "

[ o)~ f@)do| < [ 1huta) - Fla)ide < 0 alen,
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Remarque 5.9 Soit —00 < a < b < 00, (fn)nen une suite de C([a,b]) et f € C([a,b]). Nous avons
maintenant 3 définitions différentes de convergence :

1. Convergence simple,
2. convergence uniforme,
3. convergence en moyenne (c’est-a-dire lim,, 1o f; |fn(z) = f(z)|dz = 0).

Ona: 2) = 1),2) = 3) (théoréme 5.3) mais, on peut montrer : 1) A 2),1) & 3),3) A~ 1),3) A 2).

5.7 Exercices

Exercice 5.1 (Bolzano-Weierstrass)

Soit —0o < @ < b < 00 et (xy,)nen une suite de points de [a, b].

1. Pour tout n € N*, on pose a, = inf{z,, p > n}. Montrer que la suite (a,)nen+ est une suite
croissante majorée. En déduire qu'il existe x € [a, b] t.q. a, — z quand n — +o0.

2. Montrer que, pour n € N*, il existe ¢(n) > n t.q. |[2ym) — an| < % (ol a,, est défini & la question
précédente). En déduire que z,(,y — = quand n — 400 (ol = est défini a la question précédente).

Exercice 5.2 (Théoréme de Heine)

Soit —oo < a < b < 0o et f une application de [a, b] dans R.
1. On suppose que f n’est pas uniformément continue.

(a) Montrer qu'’il existe € > 0 t.q., pour tout n € N*, il existe z,, y, € [a,b] t.q. |zn — yn| < % et
|f(@n) = flyn)| > €.

(b) Montrer qu'’il existe un point x € [a,b] t.q. f ne soit pas continue en z. [Utiliser I'exercice 5.1.]
2. On suppose que [ est continue (sur [a,b]). Montrer que f est uniformément continue (sur [a, b]).

Exercice 5.3 (Calcul de primitives)

1. Soit f de R dans R définie par f(z) = x* + 322 — 2. Calculer F de R dans R t.q. F' = f et
F(0)=0.

2. Soit f de R, dans R définie par f(z) = \/ﬁ Calculer F de Ry dans R t.q. F/ = f et F(0) =0.

3. Soit f de R dans R définie par f(z) = % Calculer F' de RY dans R t.q. F' = fet F(1) =0.

Exercice 5.4 (Formule de la moyenne)

Soit —oo < a < b < oo et f une application continue de [a,b] dans R. On note Im(f) = {f(x),x € [a,b]},
m = inf(Im(f)) et M = sup(Im(f)).

1. Montrer qu'’il existe u € [m, M] t.q. :

b
/ f(@)dz = u(b — a).
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2. Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] t.q. :
b
[ t@de = r@e - a)

Exercice 5.5 (Intégrale d’une fonction positive)

Soit —0co < a < b < oo et f une application continue de [a,b] dans R. On suppose que f(z) > 0 pour
tout = € [a,b], et qu'il existe ¢ € [a,b] t.q. f(c) > 0. Montrer que f; f(z)dx > 0.

Exercice 5.6 (Intégrale impropre)

On définit 'application f de R dans R par :

f(z) =0, six <0,
f(x) =a?sin 5, siz > 0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en tout point de R.
2. Montrer que f’ est continue en tout point sauf 0.

3. Soit 0 < a < b < oco. Montrer que :
b
£0) - f(a) = [ v

4. Soit a > 0. Pour 0 < z < a, on pose, g(z) = [ f'(t)dt. Montrer que g(x) a une limite (dans R)
quand z — 0, avec > 0. On note (improprement. .. car f’ n’est pas continue sur [0,a]) [ f/(t)dt
cette limite. Montrer que :

f@—ﬂmzl3wm.

Exercice 5.7 (Calcul d’intégrales)

Calculer les intégrales suivantes :

3 4 9 2
. 22— 1 / 1
z’dx, dx, —dx.
/0 /1 z? o ve+1

Exercice 5.8 (Convergence de l’intégrale)

Soit (¢n)nen une suite d’applications continues de [0, 1] dans R et ¢ une application continue de [0, 1]
dans R. On suppose que ¢, — ¢ simplement quand n — oo (c’est-a-dire que lim,, 1+~ ¢©n(z) = ©(x),

pour tout z € [0, 1]).

1 1 1
1. Montrer que si lim / |on(z) — @(x)] dx =0, alors lim on(z) de = / o(x) d.

n—oo 0

1

on(x)de = /0 o(x) dx.

2. Montrer que si (¢p)nen converge uniformément vers ¢, alors lim
n—oo
0
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3. Donner un exemple pour lequel (¢, )nen ne converge pas uniformément vers ¢ et :
1 1
lim on(z)dx = / o(x)de.

1 1
4. Donner un exemple pour lequel lim / on(x)dx # / o(z) dx.

5. Si la suite (p,)nen satisfait les deux conditions :

(a) Pour tout €, 0 < & < 1, (pn)nen converge uniformément vers ¢ sur [e, 1],
(b) Les ¢, sont a valeurs dans [—1, +1],
1 1
montrer que lim on(z)dx = / o(z) de.
0

n—oo 0

Exercice 5.9 (Linéarité de I'intégrale de Riemann)

Soit a,b € R, a < b. On rappelle que R, désigne 'ensemble des fonctions intégrables au sens de

Riemann sur [a, b] (remarque 5.6). Montrer que R, j est un e.v. sur R et que 'application f f; f(z)dz
est linéaire sur R, .

Exercice 5.10 (Changement de variable)

Soient a,b € R, a < b et f : [a,b] = R une fonction continue. Soient o, € R et ¢ : [, 5] — R une
fonction strictement croissante, de classe C!, vérifiant p(a) = a et p(83) = b.

1. Montrer que ¢ est une bijection de [, 5] dans [a, b].
2. Montrer que
b B
[ o= [ sowne

[On pourra introduire G = F o ¢, ot F' est une primitive de f sur [a, b], et calculer G’ ]
Remarque. L’égalité ci-dessus est appelée la formule du changement de variable. On dit qu’on
calcule I'intégrale f; f(z)dz en faisant le changement de variable z = ¢(t).

3. Calculer les intégrales suivantes :
(a) fol V1 — a2 dx. [On pourra considérer le chagement de variable & = sint.]

(b) f12 e” sin (e”) dzx. [On pourra considérer le changement de variable z = Int.]

Exercice 5.11 (Moyenne de 1/t)
b—a
Vab

b
dt
Soient 0 < a < b. Montrer que / " <
a

Exercice 5.12 (Un point fixe)

1
1
Soit f € C°(]0,1],R) telle que / f)dt = 7 Montrer qu'il existe a €]0,1[ telle que f(a) = a. [On

0
pourra s’intéresser a l'intégrale de x — f(z).]
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Exercice 5.13 (Suite d’intégrales de puissances)

Soit f:]0,1] — R une application continue strictement croissante telle que f(0) =0, f(1) = 1. Calculer
. 1

lim, o0 [ f™(t)dt.

Exercice 5.14 (Intégration par parties)

Calculer les primitives des fonctions suivantes (définies de R dans R) : f(x) = e”cos(x), g(x) =

rArctan (z) et h(x) = (22 + 2 + 1)e®.

Exercice 5.15 (Quelques calculs d’intégrales)

1 1/2 3 0
dxr dzr 2r+1 dzr
Calculer les intégrales : —_ , dz et —_
alculer les intégrales /0332—1—2’/_1/21—IQ /2 o R — T e /_23:3—7334—6

Exercice 5.16 (Intégrales et séries)

+oo d +o0 d n 1 n+1 d
Evaluer les intégrales / et / % Comparer Z 7 avec / %Y En déduire la valeur de
1 €T 1 € 1 1 z

=1 1 " dx =
; T Comparer la suite croissante u,, = ]; 72 avec /1 pol En déduire que la somme § = est finie.

Exercice 5.17 (Quelques intégrales sur [0, 4+00[)

Pour ¢t > 0, on pose f(t) = % On pose aussi f(0) = 1. Montrer que f est continue sur R,. Pour

x>0, on pose F(x) = [ f(t)dt, G(z) = [; f(t)sintdt, H(z) = [; f(t)>dt. Montrer que F(z) et H(z)
ont des limites dans R quand « tend vers +0o. Montrer que G(x) tend vers +oo quand z tend vers +oo.
Exercice 5.18 (TVI)
Soit f continue de [0, 1] dans R. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] t.q.
1
/ (1 —z)f(x)dx = &
0 6

Exercice 5.19 (Un peu d’astuce...)

Soit ¢ de R% dans R de classe C* et soit ¢ de R% dans R t.q. s1'(s) = ¢/(s) pour tout s € R%. Soit
a,b e R%, a #b. Montrer qu”il existe c entre a et b t.q.

(¥ (b) = ()b — ((b) — ¢(a)) = %(b —a)*y/ (o).

5.8 Exercices corrigés

Corrigé 1 (Corrigé de ’exercice 5.11)

b
. dt _b—a
Soient 0 < a < b. Montrer que / — < .
a 3 V ab
corrigé
Pour z > a, on pose f(x) = [* e :}“ La fonction f est donc continue de [a, +oo[ dans R et f(a) = 0.

Ja t ax
On montre maintenant que f'(x) < 0 pour tout x €]a, co[ (on en déduit que f est décroissante et donc
que f(x) <0 pour tout = € [a, +oo[, ce qui donne, en particulier, f(b) < 0).
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Soit © > a, on a

f/(x)zl_ 1 . T —a :2\/ﬁ—21‘+m—a:2\/@_$_a: (\f—f)

Corrigé 2 (Corrigé de ’exercice 5.12)

1
1
Soit f € C°([0,1],R) telle que / f)ydt = 7 Montrer qu’il existe a €]0, 1] telle que f(a) = a. [On

0
pourra s’intéresser a 'intégrale de x — f(x).]

corrigé
Pour z € [0,1], on pose g(x) = 2 — f(x). la fonction g est continue de [0, 1] dans R et

/ ()dl—/mm—/f % % 0. (5.7)

Si g(x) > 0 pour tout z €]0, 1], on a alors (par continuité) g(z) > 0 pour tout x € [0, 1] et 'exercice 5.5
donne fo x)dx > 0, en contradiction avec (5.7).
De méme, si q(I) < 0 pour tout z €]0, 1], on a [U g(x)dxz < 0, en contradiction aussi avec (5.7).

On en déduit qu'il existe a €]0,1[ t.q. g(a) =0, c’est-a-dire f(a) = a.

Corrigé 3 (Corrigé de ’exercice 5.13)

Soit f :]0,1] — R une application continue strictement croissante telle que f(0) =0, f(1) = 1. Calculer
lim,, 00 [y f7(t)dt

corrigé
On va montrer que lim,, ., fo '(t)dt = 0. Soit 0 < & < 1. Comme f est strictement croissante, on a,
pour tout ¢ € [0,1 — ¢],

0=f0)<ft)<f(l—e)< f(l)=1letdonc0< f"(t) < f"(1—¢) <1,

et, pour tout t € [1 —¢,1], 0 < f(¢) <1 et donc 0 < f(¢)dt < 1.
On en déduit que

1 d—e 1
0< / frt)de < / ff(1—e)dt + / dt < f*"(1—¢)+e.
JO JO J1l—e
Comme f(1—¢) <1, il existe ng € N t.q. f"(1—¢) <e¢, on a donc
1
n>ng = 0< / fr()dt < 2e,
Jo

ce qui prouve bien que lim,, jo '(t)dt = 0.

Corrigé 4 (Corrigé de ’exercice 5.14)
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Calculer les primitives des fonctions suivantes (définies de R dans R) : f(x) = e®cos(z), g(z) =
xArctan (x) et h(z) = (22 + z + 1)e”.

corrigé
Ces trois primitives de trouvent en intégrant par parties. On calcule, par exemple, la premiere.
Soit # € R, on a [; e'costdt = — [ etsintdt + [e'sint]§ = — [ e'sintdt + e”sinz. On intégre

maintenant une deuxieme fois par parties, on obtient

€T

x €T C
/ etcostdzf:—/ etcostdt—i—[etcost]g—i—emsinx:/ el costdt + e*(sinz + cosx) — 1.
0 0 0

sinz +cosz) — 1

) x e”
Ce qui donne finalement / el costdt = ( 5
0

Corrigé 5 (Corrigé de ’exercice 5.15)
1 1/2 3 0
d d 2 1 d
Calculer les intégrales : / 2—x, / x , / Tt dx et / —x'
0 x2+2 12 1—2%" )y 22 4+2-3 _ox3—Tr+6
corrigé
La premiére se calcule avec un changement de variable. On obtient

/1 da 1/1 L \/§/§ LoV <\/§)
I — dr=XZ = — arctan(—).
o 22 2)y (Bl 2 Jy 2+17Y 7T 2 2

Les intégrales suivantes se calculent en utilisant une décompoosition en éléments simples. On calcule, par
exemple, la troisitme. Comme 2% — 72 +6 = (v — 1)(22 + 2 —6) = (z — 1)(z — 2)(z + 3), on peut montrer
qu’il existe a,b,c € R t.q.

1 a b

c
: = tout 1,2, -3}
3 — T +6 (L‘71+IL‘72+£L‘+3pour out = & { }

On peu trouver les valeurs de a, b, ¢ par identification (et montrer aussi ainsi 'existence de a, b, ¢) mais le
plus rapide est de remarquer que

. x—1 . 1 1
a=lim—————=1lim ——— = ——,
a—1 23 —Te+6 o=l (x—2)(z+3) 4’

. x—2 . 1 1
b=lim ———— = lim ————— = —,
5223 —Te+6 22 (x—1(zx+3) 5

. x+3 . 1
c= lim —————=lim ——— = —.

o323 —Tr+6 o»-3(x—1)(z—2) 20

On peut maintenant calculer I'intégrale demandée
0 0 0 0
dx 1 1 1
I:/ 71,:a/ dx+b/ d:v+c/ dx.
_ox3—Tr+6 ,r—1 or—2 _oT+3

0
1
[2 . 1da: =[n(1-2)]°, = —In3,

Puis on a
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.0 1
/ 2d£L' =[n(2 -2)]°, = —In2,

_o T —

0
1
/ dz = [In(z + 3)]°, = In 3.

,21’-’—3

m déd . 7_ I3 _ In2 | In3 _ 3n3-2In2
On en déduit que I = = e = 0 .

o

Corrigé 6 (Corrigé de ’exercice 5.16)

+oo d +oo d n 1 n+1 d
Evaluer les intégrales / et / —f Comparer Z 7 avec / 9 En déduire la valeur de
1 €z 1

1 x X
k=1
=1 "1 " da X1
Z T Comparer la suite croissante u,, = Z 72 avec /1 pol En déduire que la somme Z = est finie.
k=1 =2 k=1
corrigé
Soit f une fonction continue de [1,4oc[ dans R. Si [{' f(z)dz a une limite (finie ou infinie) quand

a — 400, on pose (ceci est une définition, non vue en courb)

[ e = i [ s

a dr “+oo
Comme fl %’ =Ina, on a donc f d’

@ o0 P
Comme ['% = -1 41 onadonc [[7 % =1.

= 4-00.

Soit k € N*, Pour z € [k, k + 1[, on pose g(z) = ¢ (de sorte que g(z) = 1/k > 1/x car z > k). Pour
n € N*, la fonction g est donc une fonction en ebcahel sur l'intervalle [1,n+ 1] et comme g(z) > 1/x pour

tout x, on a
n+1 dT n+1 n 1
— S/ g(x)dr = —.
/1 T 1 ; k

oo "1 oo dx
2, : R 3 — > —_— =
On en déduit que ]; A ngl}rloc ; L= /1 x oo

Soit k € N*, Pour z € [k, k+ 1], on pose h(z) = k+1 (de sorte que h(x) =1/(k+1) <1/x carx < k+ 1)
Pour n € N*, la fonction h? est donc une fonction en escalier sur l'intervalle [1,n] et comme h?(x) < 1/2?

pour tout z, on a
n dx n n 1
— > K (x)dz =) —.
[z [ =X

=1 oo d.L
On en déduit que Z =i lim Z 2 = / — < 4o00.
k=2

n—-+oo

Corrigé 7 (Corrigé de ’exercice 5.17)
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Pour ¢ > 0, on pose f(t) = % On pose aussi f(0) = 1. Montrer que f est continue sur R,. Pour
x>0, on pose F(z) = [ f(t)dt, G(z) = [ f(t)sintdt, H(z) = [; f(t)*dt. Montrer que F(z) et H(x)
ont des limites dans R quand « tend vers +0o. Montrer que G(x) tend vers +oo quand z tend vers +oo.
corrigé
On montre seulement que lim,_, ., G(z) = +o0o0. Pour cela, on remarque tout d’abord que G est crois-
sante sur [0, +o00[ et donc que lim,_, 1o G(z) € RU {+00}. Pour montrer que lim,_, ;- G(x) = +o0, il
suffit de montrer que lim, . G(27n) = +oo. (Bien str, d’autres choix de suite sont possibles.).

Soit donc n € N*. On a

2m 22 n—1 on(p+1) . 2
sin“ ¢ Z s t
G(2mn) = / su:f g — / sult( )dt,
0 2

p=0 p

et donc

n—1 1 27 (p+1) 5 n—1 1 27 5
2mn) > S S—— sin“(t)dt = — sin”(t)dt.
G( 7”7)_22#(])—&-1),/2@ sin”(¢) Z27r(p+1),/0 sin”(t)

p=0 p=0

o . .
On pose a = [} sin?(t)dt, on a a > 0 (en fait, on peut montrer que o = 7). On a alors

a =1
G(2mn) > — ) -.
(Wn)_QTrpz:;p

n

1 . .
n E — = +00, ce qui est montré dans ’exercice 5.16.

Pour conclure, il suffit de remarquer que lir
n—-+o0o p

p=1
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Chapitre 6

Fonctions réelles de plusieurs
variables

6.1 Limite, continuité

On s’intéresse dans ce chapitre aux applications de R™ (ou d’une partie de R™) dans RP, avec n,p € N*.
On va commencer par munir R” (et R?) d’une “norme” particuliere, appelée “norme euclidienne”, qui
jouera le role de la valeur absolue dans R.

Définition 6.1 (Norme euclidienne) Soit m € N*. Pourxz € R™, on note 1, ..., T, les composantes
de x et on pose :
m 3
2
- ()
i=1
Six,y € R™, en notant x1, ..., T, les composantes de x et y1,...,Ym les composantes de y, on définit

aussi le produit scalaire de x avec y, que nous noterons x -y par la formule :

m
-y = Zzzyz
i=1

Pour m € N*, l'application & +— |z| est une application de R™ dans R, vérifiant les trois propriétés
suivantes (qui font de cette application une norme) :

(Non dégénérescence) pour tout z € R™, |z| =0 =0, (6.1)
(homogénéité positive) pour tout z € R™ et tout A € R, |Az| = |Al|z], (6.2)
(inégalité trinagulaire) pour tout z,y € R™, |z + y| < |z| + |y|. (6.3)

Remarque 6.1 Soitm € N*. Sixz — ||z|| est une application de R™ dans Ry vérifiant les trois propriétés
(6.1)-(6.3) (avec ||z||, | ||, [lz+yl et ||yl au lieuw de ||, |\z|, |x+y| et |y|), on dit que cette application
est une norme. Si || - || est une norme sur R™, on peut montrer qu’il existe C1,Cy € R t.q. :

z € R™ = Cy]z| < ||z|| < Colx|.
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On dit que les normes || - || et | - | sont “équivalentes”. Les propiétés d’une fonction f (de R™ dans
R?) introduites dans ce chapitre (continuité, dérivabilité, caractére C...) seraient alors les mémes en
remplagant la norme euclidienne (sur R™ et RP) par d’autres normes. (Ce résultat d’équivalence des
normes sur R™ est du au fait que R™ est un espace vectoriel sur R, de dimension finie. Sur un espace
vectoriel de dimension infinie, les propriétés de [ telles que continuité et dérivabilité dépendraient de la
norme choisie.)

Une propriété intéressante de la norme euclidienne et du produit scalaire définis dans la définition 6.1 est
I'inégalité de Cauchy-Schwarz que nous donnons maintenant (et qui est d’ailleurs utile pour démontrer
la propriété (6.3))

Proposition 6.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit m € N* et z,y € R™. On a alors
|-yl < ||yl (6.4)

On définit maintenant les notions de limite et de continuité pour une fonction de R™ dans R? de maniere
similaire au cas n =p = 1.

Définition 6.2 (Boule ouverte) Soit m € N*, a € R™ et § > 0. La boule ouverte de centre a et de
rayon ¢ est 'ensemble B(a,d) = {x € R™, |z — a|] < §}.

Définition 6.3 (Limite en un point de R) Soit n,p € N*, f une application de D C R™ dans RP et
1 € RP. Soit a € R™. On suppose qu’il existe § >0 t.q. D D B(a,d) \ {a}. On dit que I =lim,_,, f(x) si
pour tout € > 0, il existe a > 0 t.q. :

zxe€D, x#a,|lzv—a <a=|flzr)-I<e

Comme dans le cas n = p = 1, la limite de f en a (sous les hypotheéses de la définition 6.3), si elle existe,
est unique. Il y a aussi une caractérisation séquentielle de la limite.

Proposition 6.2 (Caractérisation séquentielle de la limite) Soit n,p € N*, f une application de
D C R™ dans R? etl € RP. Soit a € R™. On suppose qu’il existe 6 > 0 t.q. D D B(a,d) \ {a}. Alors, 1
est la limite en a de f si et seulement [ transforme toute suite convergente vers a en suite convergente
vers I, c’est-a-dire

(zn)neny C D\ {a},ngrfoo Tp=a = ngr}rloof(xn) =1

Définition 6.4 (Continuité) Soit n,p € N*, f une application de D C R"™ dans RP. Soit a € D. La
fonction f est continue en a (ou continue au point a) si pour tout € > 0, il existe « > 0 t.q. :

xe€D,|jx—al <a=|f(x)— fla)] <e.

Exemple 6.1 (Application linéaire) Soit n,p € N* et f une application linéaire de R™ dans RP.
Alors, f est continue. En fait, f est méme lipschitzienne, c’est-a-dire qu’il existe k € R t.q. |f(x)| < k||
pour tout x € R™.
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6.2 Différentielle, dérivées partielles

Nous définissons d’abord les dérivées partielles d’'une application de R™ dans RP, puis la différentielle.
Définition 6.5 (Parties ouvertes et parties fermées de R") Soit n € N* et QO C R".

1. On dit que Q est un ouvert si pour tout a € Q il existe « > 0 t.q. B(a,a) C Q.
2. On dit que Q) est un fermé si son complémentaire est un ouvert.

Remarque 6.2 Soit Q un ouvert de R™ (n > 1) et a un point de . D’apres la définition 6.5, Il existe
a>0tq. Bla,a) CQ. Soit j€{1,...,n}. Six € R" est t.q. xx =ay pour k# j et |z; —a;| < a,ona
donc |z —a| < a et donc z € . Ceci va nous permettre de d’introduire la notion de “dérivées partielles”
d’une application f de Q dans R? (p > 1), consistant a fixer (n — 1) composantes de x et & considérer les
applications qui & la composante restante de = associe 'une des composantes de f (on est ainsi ramené
a étudier une application définie sur une partie de R dans R).

Définition 6.6 Soit n,p € N*, Q un ouvert de R™ et f une application de  dans RP. Pour x € R™, on
note x1, ..., T, les composantes de x et f1(z),..., fp(x) les composantes de f(z) (de sorte que les f; sont
des applications de Q dans R).

Soitie {1,...,p}, j€{l,...,n} et a € Q. On note g Uapplication que & x; associe f;i(x), avec xi = ax
sik e {l,...,n}, k #j (de sorte que g est une application définie sur un voisinage de aj, dans R, a
valeurs dans R, voir la remarque 6.2). Si g est dérivable au point a;, on dit que f admet une dérivée
partielle en a selon x; et on pose :

Ofi

(%cj

Nous donnons maintenant la définition de différentielle et nous faisons ensuite le lien entre différentielle
et dérivées partielles.

(a) = g'(a;)-

Définition 6.7 (Différentielle) Soit n,p € N*, Q un ouvert de R™ et f une application de Q dans RP.
Soit a € Q. On dit que f est différentiable en a si il existe une application linéaire de R™ dans RP, notée

df(a), t.q.
fla+h) = f(a)+df(a)(h) + |h|g(h), pour h#0 t.q. a+h € Q,

avec limp,_,0 g(h) = 0 (et donc g continue en 0 si on pose g(0) = 0). L’application linéaire df (a) est alors
unique (voir la proposition 6.3) ; on Uappelle différentielle de f en a.

Remarque 6.3 On s’intéresse ici au cas particulier p = 1 et (pour simplifier) n = 2. Soit T une
application linéaire de R? dans R. On définit alors a1, as € R par

ay =T(h) si h est le vecteur de composantes 1 et 0,
az =T(h) si h est le vecteur de composantes 0 et 1.

Avec ce choix de aq et ao, on a, par linéarité de T,
T(h) = arhy 4+ aghs si h est le vecteur de composantes hy et ha.

On note maintenant dz; I'application linéaire de R? dans R définie par dxy(h) = hy si h a pour com-
posantes h; et hy. De méme, on note dry 'application linéaire de R? dans R définie par dzo(h) = hy si
h a pour composantes hy et hy. On a alors T(h) = a1dz;(h) + azdxe(h) pour tout h € R?, c’est-a-dire :

T = aldxl —+ agdl’g.
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Soit n,p € N*, Q un ouvert de R", f une application de 2 dans R? et a € €. Le fait que f admette des
dérivées partielles en a n’implique pas que f soit différentiable en a (ni méme que f soit continue en a,
voir l'exercice 6.3). Par contre si f est différentiable en a, f admet alors des dérivées partielles en a, ceci
est énoncé dans la proposition 6.3.

Proposition 6.3 (différentielle et dérivées partielles) Soit n,p € N*, Q un ouvert de R™ et f une
application de  dans RP. Soit a € Q. On suppose que f est différentiable en a. Alors, f admet des
dérivées partielles en a et, pouri € {1,...,p}, la i-éme composante de df (a)(h), notée (df (a)(h)); vérifie :

(df(a)(h)); = Y gfl (a)hj, pour tout h € R".

j=1

(En particulier, ceci montre 'unicité de la différentielle.)
Une réciproque partielle de la proposition 6.3 sera donnée dans la proposition 6.6.

Remarque 6.4 Sous les hypotheses de la proposition 6.3, dans le cas particulier n = 2 et p = 1 (dans
ce cas, f n’a qu'une composante, notée f et non fi), la remarque 6.3 donne

of of

6x1( a)dzy + - (a)dzs.

df (a) = B2y

Si f est différentiable en tout point de €2, on définit donc une application a — df (a), notée df et appelée
“différentielle de £, de € dans 'ensemble des applications linéaires de R? dans R (cet ensemble est noté

L(R2,R)) et on a
af O 4, Bf

8LE 32

On peut aussi remarquer que, pour i = 1,2, Papplication constant a +— dr; (de  dans L(R? R)) est la
différentielle de "application “projection sur le i-eme coordonnée”, que nous noterons P;, c’est-a-dire

df = =L dz,. (6.5)

Pi(a) = a1, Px(a) = ay sia=(a,as)" € Q.
Avec cette notation, légalité (6.5) devient

OF gp, 4 21

df 81’1 8 X9

——dP;. (6.6)

En fait, la notation dP; peut sembler plus cohérente que la notation dx; car P; est une fonction, comme

f, alors que z; est une variable (on confond donc la variable x; avec la fonction P;). Cette confusion

est fréquente en thermodynamique. Par exemple, avec des notations courantes en thermodynamique, si

Penergie interne, notée e, est considérée comme une fonction de la densité p et de entropie S (p et S

sont alors considérées comme des variables alors que e est considérée comme une fonction), on écrira
af

Dans cette égalité, prise au sens de (6.5), p est une variable et, prise au sens de (6.6), p est la fonction
(a1,a2) — a1 (c’est-a-dire la projection sur la premiere coordonnée) que l'on peut noter, de maniere un
peu incorrecte, (p, S) — p.
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En fait, une difficulté de la thermodynamique (pour un mathématicien) est que la méme quantité ther-
modynamique, p par exemple, est parfois considérée comme une variable, parfois considérée comme une
fonction d’une variable spatiale ou temporelle, et enfin parfois considérée comme une fonction d’une
autre quantité thermodynamique. . . On peut ainsi voir des formules du type Z—’Z’ = Z—Z% qui est la formule
habituelle de dérivation d’une fonction composée si on considere dans le membre de gauche que p est une
fonction de la variable spatiale z et dans le membre de droite que p est une fonction de la variable p et
p est une fonction de la variable spatiale z . Une formulation plus rigoureuse sur le plan mathématique
serait de considérer p et p comme des fonctions de la variable spatiale z. Puis, de remarquer qu’il a
une relation entre p et p c’est-a~dire qu’il existe une fonction (de R dans R, par exemple ) notée ¢ t.q.
p(z) = o(p(z)) pour tout z. Siles fonctions p, p, ¢ sont dérivables, on a alors, par dérivation de fonctions
composées, p'(z) = ¢'(p(2))p' (2)-

D’autres notations sont utilisées pour exprimer la différentielle au point a d’une application f de R™ dans
RP :

e La matrice jacobienne. C’est une matrice de p lignes et n colonnes. Elle sera notée My (a).
e Le gradient de f, si p = 1. C’est un vecteur de R™. Il sera noté V f(a).
o La dérivée de f, si n = 1. C’est un vecteur de RP. Il sera noté f'(a).

Nous donnons maintenant les définitions de My(a), Vf(a) et f'(a).

Définition 6.8 (Matrice jacobienne, gradient, dérivée) Soit n,p € N*, Q un ouvert de R™ et f
une application de  dans RP. Soit a € Q). On suppose que f est différentiable en a.

1. (Matrice jacobienne) La matrice jacobienne de f en a, que nous noterons My(a), est la matrice de
p lignes et n colonnes dont le coefficient de la i-éme ligne et j-éme colonne est gi? (a).
J
2. (Gradient) On suppose ici que p = 1. Le gradient de f en a, noté V f(a), est le vecteur de R™ dont
af

la j-éme composante est 51-(a).
J

3. (Dérivée) On suppose ici que n = 1. La dérivée de | en a, notée f'(a), est le vecteur de RP dont la
i-eéme composante est f{(a). (Il n’y a pas ici de dérivée partielle car il n’y a qu’une seule variable.)

Nous allons maintenant faire le lien entre différentielle, matrice jacobienne, gradient et dérivée. En
pratique, on confond le vecteur z de R"™, dont les composantes sont z1,...,x,, avec la matrice a n
lignes et 1 colonne formée avec x1, ..., x,, c'est-a-dire la matrice (331 . xn)t (appelée aussi “vecteur
colonne”). Cette confusion nous permet d’écrire la remarque 6.5.

Remarque 6.5 (différentielle, matrice jacobienne, gradient et dérivée) Soit n,p € N*, Q un
ouvert de R™ et f une application de Q0 dans RP. Soit a € ). On suppose que f est différentiable
en a.

1. (Différentielle et matrice jacobienne) Pour tout h € R", on a df(a)(h) = Ms(a)h (ot My(a)h
désigne le produit de la matrice jacobienne avec la matrice a n lignes et 1 colonne que l’on confond
avec le vecteur h).

2. (Différentielle, matrice jacobienne et gradient) Si p = 1, la matrice jacobienne est une matrice &
1 ligne et n colonnes. Le gradient de f en a est un vecteur de R"™ que l’on confond donc avec une
matrice a n lignes et 1 colonne, cette matrice est la transposée de la matrice jacobienne, c’est-a-
dire V f(a) = Mys(a)'. On a donc :

df (a)(h) = My(a)h = Vf(a) - h, pour tout h € R™.
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3. (Différentielle, matrice jacobienne et dérivée) Si n =1, la matrice jacobienne est une matrice d n
lignes et 1 colonne. La dérivée f en a est un vecteur de RP que l’on confond donc avec une matrice
a p lignes et 1 colonne. Cette matrice est la matrice jacobienne, c’est-a-dire f'(a) = Ms(a). On a

donc :
df(a)(h) = Ms(a)h = hf'(a), pour tout h € R.

Remarque 6.6 (Quelques notations) Soit n,p € N* et f une application de R™ dans RP de classe
Cl. Onnote fi,..., f, les composantes de f (de sorte que, pour chaque i, f; est une application de classe
C' de R™ dans R. On note aussi 1, ..., x, les composantes de z.

1. (Gradient) Le gradient de f au point z, notée V f(x), est une matrice de n lignes & p colonnes.
Sa i-eme colonne est le gradient au point x de la fonction f; (remarquer que V f;(x) est bien un
élément de R™, aussi identifié & une matrice a n lignes et 1 colonne).

2. (Divergence) On suppose ici n = p. La divergence de f au point z est le nombre réel, div f(z),
défini par

div f(z Z gf

La fonction div f est une fonction de R™ dans R.

3. (Rotationnel pour n = p = 2). On suppose ici n = p = 2. Le rotationnel de f au point x est le
nombre réel, rot f(z), défini par

rot f(2) = 22(w) - ).

La fonction rot f est une fonction de R? dans R.

4. (Rotationnel pour n = p = 3). On suppose ici n = p = 3. Le rotationnel de f au point x, noté
rot f(x), appartient & R3, il est défini par

_(9fs 0f2 0f1 dfs3 df2 0f1
rot f(z) = (87332(%) - 87:3(@’ 87:3(@ - 87331(3:)’ 673:1(%) 83:2( ))

La fonction rot f est une fonction de R® dans R3.

Remarque 6.7 (base canonique et représentation d’une application linéaire)

Soit n > 1. Pour ¢ € {1,...,n}, on note e; I’élément de R™ dont toutes les composantes sont nulles sauf
la i-éme, cette i-éme composante valant 1. On rappelle que la famille {e;,...,e,} est une base de R™ (et
s’appelle “base canonique de R™”). Si € R™ a pour composantes z1,. .., Tn, la décomposition de = dans
cette base est (avec les opérations usuelles dans R™ d’addition et de multiplication pas un nombre réel) :

n
xr = E T;€;.
i=1

Soit maintenant n,p € N* et T une application linéaire de R"™ dans RP. Pour tout x € R™ on a donc, en
notant z1,...,x, les composantes de z et {ey,...,e,} la base canonique de R™ :

x) = Z ;T (e;)
i=1
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Pour tout ¢ € {1,...,n}, le vecteur T'(e;) est un vecteur de R? (on le confond donc avec une matrice &
p lignes et 1 colonne). On note A la matrice (& p lignes et n colonnes) dont, pour tout ¢ € {1,...,n},
la i-éme colonne est formée de T'(e;). On a alors T'(z) = Az (le vecteur x de R™ est confondu avec une
matrice & n lignes et 1 colonne). La matrice A est la matrice qui représente I’application linéaire T dans
les bases canoniques de R et RP.

Proposition 6.4 (Différentielle d’une fonction composée) Soit n,p,q € N*, Q un ouvert de R",
O un ouvert de RP, f une application de Q) dans RP et g une application de O dans R9. Soit a € ). On
suppose que f est différentiable en a, f(a) € O et g différentiable en f(a). Alors go f (qui est bien définie
au voisinage de a) est différentiable en a et d(go f)(a) = dg(f(a)) o df(a), ou encore, avec les matrices
jacobiennes, Miyer(a) = My(f(a)) M (a).

Exemple 6.2 On considére ici une application de R de R mais définie “en passant par R?”. c’est-a-
dire que v est une application de R dans R? et ¢ est une application de R? dans R. On suppose que v et
¢ sont de classe C! et on considere la fonction f = ¢ o+, de sorte que f est une application de R dans
R de classe C*. Pour tout ¢ € R, la proposition 6.4 donne

F/(t) = de(v() (Y (1) = My (v(t)y' (1)

Noter que dp(v(t)) est une application linéaire de R? dans R (représentée par la matrice M, (y(t)) de 1
ligne et 2 colonnes) et que v'(t) est un vecteur de R?. En notant 7 et 42 les deux composantes de -, on
a aussi

¢ 9y

iy Y¥ / e /

£ = 22N + 32 GONs0.

On note y(0) = a et y(1) = b. On a donc f(0) = p(a) et f(1) = ¢(b). Comme f est de classe C, le
chapitre 5 (voir la remarque 5.8) donne

1 1
o(b) — pla) = F(1) — £(0) = / F(t) = / dp(y(8)) (v (£)dt.

Le terme de droite, c’est-a-dire fol dp(v(£))(+'(t))dt, s’appelle “intégrale de la différentielle de ¢ le long du
chemin {v(t), t € [to,t1]}” (ce “chemin” est un “arc de courbe” dans R?). Nous venons de démontrer que
cette intégrale ne dépend donc que des extrémités du chemin c’est-a-dire de a et b (et, bien sir, de ¢) et
non de I'ensemble du chemin (pourvu que celui ci soit de classe C!, cette hypotheése peut étre légerement
affaiblie).

Remarque 6.8 (Intégrale le long d’un chemin) Soit d > 1 et f une application continue de R? dans
R. Soit tg,t; € R, tg < t1, et v une application de [tg,;] dans R? de classe C* sur [0,1] (ce qui signifie
que « se prolonge en une application de classe C* sur tout R). On définit I“intégrale de f le long de v”
en posant :
t1
[1=] room

o' to
On dit aussi que 7 est une “arc” allant de a & b, ot @ = y(tg) et b = v(t1). Si a = b, on dit que l'arc est
fermé et la quantité f7 f est souvent notée §7 f.

On utilise parfois la notion de dérivée dans une direction donnée, on donne ci apres la définition de cette
dérivée (en se limitant au cas des fonctions a valeurs dans R).
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Définition 6.9 (Dérivée directionnelle) Soit n € N*, Q un ouvert de R™ et f une application de
dans R. Soita € Q et x € R, © # 0. Pourt € R t.q. a+tx € Q, on pose g(t) = f(a+ xt) (comme
Q est ouvert, la fonction g est donc définie sur un voisinage de 0). On dit que f admet une dérivée en

9)=9(0) g(o) admet une limite a droite en 0. On note fl.(a) cette

flattr) - fla)

im
t—0,t>0 t

a dans la direction x si la fonction t — 2
limite, c’est-a-dire :

frla) =

Avec les notations de la définition 6.9, il est assez facile de voir que si f est différentiable en a, alors, pour
tout z € R, z # 0, f admet une dérivée en a dans la direction x et cette dérivée est f.(a) = df (a)(z).
Ceci est une conséquence de la proposition 6.4 (voir I'exercice 6.4). Par contre I'existence de la dérivée
directionnelle en a dans toutes les directions (¢’est-a-dire pour tout « # 0) ne donne par la différentiabilité
de f en a (exercice 6.5).

Définition 6.10 (Norme d’une application linéaire) Soit n,p € N* et f une application linéaire de
R™ dans RP. On définit alors la norme de f par la formule suivante :

Ifl= sup ML

zeR™ x#£0 |:E|

(Cette application est bien une norme sur l’ensemble des applications linéaires de R™ dans RP, qui est un
espace vectoriel sur R.)

Si f une application linéaire de R™ dans R?, on peut remarquer que
|f (@) < |If]l|x| pour tout z € R™. (6.7)

Soit f continue de R dans R, dérivable en tout point de R. On rappelle (théoreéme 3.2) que si a,b € R,
a # b, il existe ¢ €]a, b t.q. f(b) — f(a) = f'(c)(b—a). Ce résultat peut étre mis en défaut pour une
application de R™ dans RP des que p > 1, comme le montre I’exemple suivant :

On prend ici n = 1, p = 2 et, pour tout z € R, f(x) est le vecteur dont les composantes sont cos(z)
et sin(z), c’est-a-dire f(z) = (cos(z),sin(z))!. L’application f est de classe C! sur R et la matrice
jacobienne de f au point x est My(x) = (—sin(z), cos(x)). On prend maintenant ¢ = 0 et b = 27 et
on remarque que, pour tout ¢ € R on f(b) — f(a) # df(c)(b — a). En effet, on a f(b) — f(a) = 0 et
df(c)(b — a) = Mg (c)(b — a) = 2r(—sin(c), cos(c))* # 0 car sin(c) et cos(c) ne s’annule jamais tous les
deux pour une méme valeur de c.

On va toutefois donner une généralisation convenable du théoréme des accroissements finis (théoréme 6.1).
Pour cela, sin > 1 et a,b € R™, on note |a, b[= {ta+ (1 —1t)b, t €]0,1[} et [a,b] = {ta+ (1 —t)b, ¢t € [0,1]}

Théoréeme 6.1 (Théoréme des Accroissements Finis, cas vectoriel) Soit n,p € N*, Q un ouvert
de R™ et f une application continue de Q dans RP. Soit a,b € Q t.q. [a,b] C Q, a #b. On suppose f
différentiable en tout point de |a,b[. On a alors :

1£(b) = f(a)] < ( sup IIdf(C)H) |b—al.

c€la,b

DEMONSTRATION : On donne ici une démonstration consistant & se ramener au théoréme des accroisse-
ments finis pour une fonction de R dans R (théoreéme 3.2). Mais, cette démonstration est limitée au choix
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de la norme euclidienne dans l’espace R? (choix que nous avons fait pour tout ce chapitre) alors que le
résultat est vrai pour tout choix de norme sur R™ et R? (la démonstration doit alors étre légérement
modifiée).

Pour t € [0,1], on a tb+ (1 —t)a € Q et on pose p(t) = (f(tb+ (1 —t)a) — f(a))- (f(b) — f(a)). La fonction
© est donc continue de [0, 1] dans R. Par dérivation de fonctions composées, elle est aussi dérivable sur
10,1[ et on a, pour tout ¢ €]0, 1],

¢'(t) = df(tb+ (1 = t)a)(b—a) - (f(b) — f(a)).
On peut alors utiliser le théoreme 3.2 sur la fonction . On obtient qu'il existe s €]0, 1] t.q.
e(1) —¢(0) = ¢'(s) = df (sb+ (1 = s)a) (b —a) - (f(b) — f(a)).

On remarque maintenant que ¢(1) = |f(b) — f(a)|? et ¢(0) = 0. En posant y = sb + (1 — s)a et en
utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalité (6.4)) on a donc

[f(0) = f(@)]? = df (y)(b—a) - (f(b) = f(a)) < |df(y)(b— a)||f(b) — f(a)l-
On en déduit, avec (6.7)
1£(0) = fa)| < [ldf ()[[|b—al < ( sup, IIdf(C)H) b—al.

Ce qui termine cette démonstration. [

Définition 6.11 (Fonctions de classe C*) Soit n,p € N*, Q un ouvert de R™ et f une application de
Q dans RP.

1. On dit que f est classe C° sur Q si f est continue sur ), c’est-a-dire continue en tout point de €.
On note alors f € C(,RP) ou f € C°(Q,RP).

2. On dit que f est classe C' sur Q si f est différentiable en tout point de S et que, pour tout
(i,7) € {1,...,p} x{1,...,n}, la fonction g—j:; est continue sur . On note alors f € C1(Q,RP).

3. Pour k > 2, on dit que f est de classe C* (et on écrit f € C¥(Q,RP)) si f est différentiable en tout
point de Q) et les fonctions gj;? sont de classe C*~1 sur Q (pour tout (i,5) € {1,...,p} x{1,...,n}).

4. On dit que f est classe C™ sur §) (et on écrit f € C*(2,RP)) si f est de classe CF pour tout k € N.

Si A est une partie de R™, on définit ’adhérence de A comme étant le plus petit fermé contenant A.
Cet ensemble existe bien, c’est l'intersection de tous les fermés contenant A. On le note en général A.
Lorsque € est un ouvert de R™ et k € N, il est parfois utile de considérer les applications de classe C*
définies sur 2. Nous définissons cette notion dans la définition 6.12.

Définition 6.12 (Fonctions de classe C* sur Q) Soit n,p € N*, Q un ouvert de R"™ et f une appli-
cation de €2 dans RP. Pour k > 0 ou k = oo, on dil que f est classe C* sur Q (et on écrit f € C*(Q,RP))
si f est la restriction a Q d’une fonction de classe C* sur R™.
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Remarque 6.9 La définition 6.12 mérite un commentaire pour le cas k = 0. Sous les hypotheses de la
définition 6.12, on peut montrer que f est de classe C° sur Q (c’est-a-dire f est la restriction &  d’une
fonction continue sur R™) si et seulement si f est continue en tout point de Q. Cette équivalence est
difficile & montrer (sauf pour des ouverts particuliers). Le point délicat est de montrer qu’une fonction
définie sur ) et continue en tout point de Q peut se prolonger en une fonction continue sur tout R”. Une
méthode pour montrer ce résultat est donnée dans I’exercice 6.10.

Proposition 6.5 (C* est un e.v.) Soit n,p € N*, k € NU {+o0} et Q un ouvert de R". Alors,
Ck(Q,RP) est un espace vectoriel sur R.

Proposition 6.6 (Existence de la différentielle) Soit n,p € N*, Q un ouvert de R™ et f une appli-
cation de Q dans RP. On suppose que f admet des dérivées partielles en tout point de Q.

1. Soit a € Q. On suppose que les dérivées partielles de f sont continues en a. Alors, f est différen-
tiable en a.

2. On suppose que f € C1(Q,RP). Alors , f est différentiable en tout point de 2.

Soit n, p € N*, Q un ouvert de R™ et f une application de © dans RP. Si f est de classe C?, les dérivées

partielles de gﬂ’; L admettent elle-mémes des dérivées partielles. On note, pour a € , i € {1,...,p} et

(G, k) e{1,...,n}?:

2 o(2L
oS a) = (awj)(a).

0z 0x; oxy,

Le théoréme 6.2 compare 85:51 (a) et 8325{” (a).
Oz, 50w,

Théoréme 6.2 (Dérivées croisées) Soit n,p € N*, Q un ouvert de R™ et f une application de Q dans
2%, 2%, ,

RP. On suppose f de classe C%. On a alors 8xk£zj (a) = mjgxk (a) pour tout a € Q, tout i € {1,...,p}

et tout (5, k) € {1,...,n}?.

Remarque 6.10 Soit Q un ouvert de R? et g;,g> deux applications de Q dans R. On s’intéresse a
I'application a — g1 (a)dr; + ga2(a)dzs, de R? dans £(R? R). Cette application, notée gydz; + godws, est
la “forme différentielle” associée a g;, g2. On suppose maintenant que g; et g sont de classe C' et on se
demande si il existe une application f de €2 dans R, différentiable et t.q., pour tout a € 2,

L) = @) et 32 0) = gafa).

Dans ce cas, on dit que la forme différentielle g;dx, + godxo est “exacte” et on a df = gidxy + godxs.
Une condition nécessaire pour l'existence de f est donnée par le théoreme 6.2. Pour que f existe, il faut
que, pour tout a € €, g—g;(a) = g—ﬁ(a). Lorsque cette derniere condition est satisfaite, on dit que la
forme différentielle gidxy + godxs est “fermée” (le théoreme 6.2 donne donc qu’une forme différentielle
exacte, avec g1 et go de classe C, est fermée). Si Q@ = R? ou Q = (R%)? (qui est une cas intéressant
en thermodynamique) ou, plus généralement, si {2 est “étoilé par rapport a un point”, cette condition est
suffisante (voir l'exercice 6.7), c’est-a-dire qu'une forme différentielle fermée, avec g; et go de classe C*,
est exacte. L’exercice 6.8 montre que ce résultat (fermée implique exacte) est faux dans certains ouverts.

Enfin, on termine ce paragraphe en définissant le jacobien d’une application dfférentiable de R™ dans R™
(utile, par exemple, pour les calculs d’intégrales en utilisant des changements de variables).

146



Définition 6.13 (Jacobien) Soit n € N*, Q un ouvert de R™ et f une application de Q dans R™. Soit
a € R™. on suppose f différentiable en a. le jacobien de f est a, noté J(a), est la valeur absolue du
déterminant de la matrice jacobienne de f en a, c’est-a-dire :

J(a) = |det(My(a))|-

6.3 Recherche d’un extremum

On s’intéresse dans cette section, a la recherche d’un point ot une fonction f, définie sur un ouvert de
R"™, a valeurs dans R, atteint son maximum ou son minimum.

Définition 6.14 (Point critique, minima) Soit n € N*, Q un ouvert de R™ et f une application de
Q dans R. Soit a € .

1. On dit que a est un point critique de f si f est différentiable en a et V f(a) = 0.

2. On dit que f atteint un minimum local en a si il existe § > 0 t.q. f(a) < f(x) pour tout x € B(a,?).

Proposition 6.7 (Condition nécessaire de minimalité) Soit n € N*, Q un ouvert de R™ et f une
application de  dans R. Soit a € Q. On suppose que f atteint un minimum local en a. Alors, si f
différentiable en a, on a Vf(a) =0.

Pour obtenir une condition nécessaire plus précise que celle donnée dans la proposition 6.7 (et aussi pour
obtenir une condition suffisante), on suppose dans le proposition 6.8 que f est de classe C? sur € et on
introduit la matrice hessienne de f.

Définition 6.15 (Matrice hessienne) Soit n € N*, Q un ouvert de R™ et f une application de Q dans
R, de classe C%. Soit a € Q2. On appelle matrice hessienne de f en a la matrice a n lignes et n colonnes

dont le terme & la i-ieme ligne et j-ieme colonne est 6328’;, (a). On note H(a) cette matrice (c’est une
i0Tj

matrice symétrique, grice au théoréme 6.2).

Proposition 6.8 (Condition nécessaire et condition suffisante de minimalité)
Soit n € N*, Q un ouvert de R" et f une application de Q dans R, de classe C%. Soit a € ).

1. (Condition nécessaire) On suppose que f atteint un minimum local en a. On a alors Vf(a) =0 et
H(a) (matrice hessienne de [ en a) est (symétrique) semi-définie positive (c’est-a-dire H(a)h-h >0
pour tout h € R™).

2. (Condition suffisante) On suppose que Vf(a) = 0 et que H(a) est (symétrique) définie positive
(c’est-a-dire H(a)h - h > 0 pour tout h € R™, h #0). Alors, f atteint un minimum local en a.
6.4 Exercices

Exercice 6.1 (Limite versus limite uniforme)

Soit A, p € R.

1. Donner un exemple de fonction f continue de R? dans R et t.q.

fts) A

(a) Pour tout s € R, lim;_, 1 o 5
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(b) Pour tout ¢t € R, limg_, o @ = L.

2. Soit f une fonction continue de R? dans R. On suppose que

(a) @ — A\ quand t — +o0o, uniformément par rapport a s € R.

(b) GLINEN i quand s — 400, uniformément par rapport a t € R.

S

Soit € > 0. Montrer qu'il existe A > 0 t.q.
—et < f(t,s) =Mt <etet —es< f(t,s) —pus<essit>Aets>A.
En déduire que —e < A <eet —e < p < e puisque A = p =0.

Exercice 6.2 (Différentiable implique continu)

Soit n,p € N*, 0 un ouvert de R™ et f une application de 2 dans RP. Soit a € 2. On suppose que f est
différentiable en a. Montrer que f est continue.

Exercice 6.3 (Existence des dérivées partielles n’implique pas continuité)
Soit f de R? dans R définie par :
L1L2 t 2
T) = ———= pour x = (z1,x2)" € R*, x #£ 0,
f(@) P (1, 72) #
£(0) =0,
Montrer que f admet des dérivées partielles en 0 mais que f n’est pas continue en 0 (et donc que f n’est
pas différentiable en 0).

Exercice 6.4 (Différentiable implique existence des dérivées directionnelles)

Soit n € N*, Q un ouvert de R™ et f une application de € dans R. Soit a € Q et x € R™, x # 0.
On suppose que f est différentiable en a, montrer que f est dérivable en a dans la direction z et que

fi(a) = df (a) ().
Exercice 6.5 (Existence des dérivées directionnelles n’implique pas continuité)
Pour z = (z1,z2)" € R?, z # 0, il existe un et un seul couple (p,0) € RY x [0,27[ t.q. x1 = pcos(f) et

x9 = psin(f). On pose alors f(x) = 27’;;. On pose aussi f(0) = 0 (de sorte que f est définie sur R? &
valeurs dans R).

1. Soit z € R?, x # 0. Montrer que f admet une dérivée en 0 dans la direction = et calculer f2(0).

2. Montrer qu’il existe une application 7', linéaire de R? dans R, t.q., pour tout z € R?, = # 0,
f2(0) =T(x).

3. Montrer que f n’est pas continue en 0 (et donc n’est pas différentiable en 0).

Exercice 6.6 (Mécanique, Analyse et Algébre)

Soient z et y deux fonctions de R dans R?, de classe C*. On désigne par Mo (R) I'ensemble des matrices
2 x 2 a coefficients dans R. On note M (t) € M2(R) la matrice dont les deux lignes sont formées par les
vecteurs (lignes) z(t) et y(t), M,(t) la matrice dont les deux lignes sont formées par les vecteurs (lignes)
z'(t) et y(t) et M,(t) la matrice dont les deux lignes sont formées par les vecteurs (lignes) z(t) et y/(t).
Enfin, Pour ¢ € R, on pose ¢(t) = det(M (t)) (on rappelle que N — det(N) est une application de Ms(R)
dans R).
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1. Soit f une fonction bilinéaire de R? x R? dans R (c’est-a-dire que, pour tout u € R?, les applications
z — f(z,u) et z — f(u,z) sont des applications linéaires de R? dans R). On rappelle quune
application bilinéaire (de R? dans R) est nécessairement continue. Pour tout réel ¢, on pose g(t) =
f(x(t),y(t)). Montrer que g est une application de R dans R, de classe C, et que

g'(t) = f(@'(1),y (1) + f(x(t),y' (1))

pour tout ¢ € R. [On pourra, par exemple, écrire f(z(t+h),y(t+h)) — f(z(t),y(t)) = f(x(t+h)—
x(t),y(t+ h)) + f(x(t),y(t + h) —y(t))]

2. En utilisant la question 1, montrer que ¢ est de classe C'! et que ¢/ (t) = det(M,(t)) + det(M,(t))
(On rappelle que p(t) = det(M(t))).

3. On suppose que pour tout ¢ € R il existe une matrice A(t) = [Z;igg Z;zgiﬂ t.q. M'(t) =

A M(2).

(a) Montrer que M, (t) = X(¢)M(t) et M, (t) =Y (¢t)M(t) avec

X(t) = {al,l(t) al,Q(t)] V() = { 1 0 ]

Cl271 (t) CLQ,Q (t)

(b) Montrer que det(M(t)) = aq,1(¢)det(M(¢t)) et det(M,(t)) = ag2(t)det(M(¢t)). En déduire que
¢ (t) = trace(A(t))p(t) pour tout t € R (avec p(t) = det(M(t))).

NB: Les courageux pourront montrer que le résultat de la question 4 (c’est-a-dire ¢’ (t) = trace(A(t))e(t
pour tout ¢ € R) est encore vrai si la matrice M(t) est formée de n vecteurs lignes 1 (¢),...,z,(t) de R
et que M'(t) = A(t)M(t) avec n > 1 et 1,...,x, fonctions de R dans R™, de classe C.

~—

S

Exercice 6.7 (Si 2 est étoilé, une forme différentielle fermée est exacte)
Soit © un ouvert de R? et gy, gy deux applications de € dans R, de classe C' et t.q., pour tout a € €,

%(a) = %(a)’ On suppose aussi qu'il existe b € Q t.q. pour tout a € §, Uintervalle [b, a] est inclus

dans Q (on dit alors que Q est étoilé par rapport & b). On note b; et by les composantes de b. Pour
a = (ay,a2)t € Q, on pose

£(a) = (a1 — by) / gu(ta+ (1= Ob)dt + (az — bo) / galta+ (1 — 1)b)dt.

Montrer que f est une application différentiable de 2 dans R et que, pour tout a € €, aa—jl(a) =gi(a) et

%(a) = g2(a). (On a donc df = g1dzy + gadxs.)

Exercice 6.8 (Exemple de forme différentielle fermée et non exacte)
Soit 0 < o < 3. On pose Q = {z € R?, a < |z| < B}. Pour x = (x1,22)" € Q, on pose

19!

file) = a+ad

2
—— et =
2?2 + 23 et 92()

1. Montrer que la forme différentielle g1dx; + gadxs est fermée (dans ).

2. (Difficile) Montrer que la forme différentielle g1dx; + gadas n’est pas exacte (dans €2). [On pourra
raisonner par l’absurde et utiliser le résultat de I'exemple 6.2 avec un chemin « bien choisi.]
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Exercice 6.9 (Calcul de dérivées partielles)

Soit n € N*. On note M,,(R) ensemble des matrices réelles a n lignes et n colonnes, et Q I’ensemble des
matrices A de M, (R) t.q. det(A) > 0. Pour A € €, on pose f(A) = In(det(A4)).

Une matrice de M, (R) a n? composantes. On peut donc identifier M, (R) & R"". La fonction f devient

alors une application d’'une partie de R (notée aussi Q) dans R.

1. Montrer que §2 est un ouvert de R™ et que f est continue.

2. Soit A € . On note a; ; les composantes de A et b; ; les composantes de A~!. Montrer que f
admet des dérivée partielles en A et que

of

da,;

(A) = b; j pour tout ¢, € {1,...,n}.

3. Soit A € 2. Montrer que f est différentiable en A et donner df (A)(H).

[On pourra commencer par les cas n =1 et n = 2. Le cas général est nettement plus difficile.]

Exercice 6.10 (Prolongement d’une fonction continue)

Soit n > 1, © une partie ouverte de R™ et ¢ une application continue de €2 dans R. Le but de cet exercice
est de montrer qu'il existe une application ) continue de R™ dans R t.q. 1 = ¢ sur Q. La méthode
proposée ici demande la connaissance de la théorie de I'intégrale de Lebesgue dans R™. Elle demande des
connaissances non développées dans ce cours (enseignées, en général, plutét dans la troiseme année de
Licence).

Pour = ¢ €, on note d, = inf cq|r — y| (cette quantité s’appelle la “distance de z & Q7), on pose
A, = B(x,2d,) N Q et
B fAm o(2)dz

() = T, de

(On commencera par remarquer que d, > 0 et que [, dz > 0.)

Pour z € €, on pose ¥(z) = ¢(z).

Montrer que v est continue sur R™.

Exercice 6.11 (Connexité par arc)

Soit n > 1 et Q une partie de R™. On dit que ) est connexe par arc si pour tout a,b € Q il existe

v € C([0,1],9) t.q. v(0) = a et (1) =b.

1. On suppose ici que n = 1. Soit Q@ C R. Montrer que €) est connexe par arc si et seulement si {2 est
un intervalle de R.

2. On suppose ici que n > 1. Montrer que les ensembles suivants sont connexes par arc :

(a) R",
(b) {(z,y)", z € R%, y € R""'} (cet ensemble est souvent noté R7),
(¢) {z e R", r|lz| < R} avec 0 <r < R < 400 donnés.
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N.B. On peut montrer (mais ce n’est pas demandé dans cet exercice) que si §) est un ouvert de R” connexe
par arc il existe alors pour tout a,b €  une application v appartenant & C*°([0,1],Q) t.q. v(0) = a et

~v(1) = b.

Exercice 6.12 (Force conservative et potentiel associé)

Le but de cet exercice, lié au cours de mécanique de premiere année de licence, est de montrer que “une
force est conservative si et seulement elle dérive d’un potentiel” et de donner quelques exemples (gravité
sur terre, gravité universelle, ressort, moteur).

Soit d > 1 et  un ouvert connexe par arc de R? (voir l'exercice 6.11). C’est pour étre en mesure de
donner des exemples intéressants que ’exercice n’est pas limité au cas Q = R? (pour I'exemple de gravité
universelle, on prendra Q = {z € R3, Ry < |z| < +00}, olt Ry est le rayon de la terre assimilé & un boule
de R? de centre 0).

On rappelle tout d’abord quelques notions utilisées en mécanique. On considére un mobile, assimilé a
un point de masse m, se déplagant dans 2. Ce mobile est soumis a une ou plusieurs forces. Une force
s’exercant sur ce mobile est dite “conservative” si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(c1) Elle ne dépend que de la position du mobile. Il existe donc une fonction F' de 2 dans R t.q. cette
force vaut F'(x) lorsque le mobile est au point « de Q. Cette fonction F' est alors supposée étre
continue (cette condition peut étre affaible en “continue par morceaux”).

(c2) Le travail de cette force lorsque le mobile va du point a au point b ne dépend que des points a
et b. Plus précisément, soit a,b € Q, to,t; € R, tg < t; et v € C([to,t1],Q) (ou seulement
v € C([to, t1],2) et v de classe C! par morceaux, cette généralisation est utile) avec (ty) = a et
~(t1) = b. Un tel « est appelé “chemin allant de a & b”. Le travail de la force considérée est alors

Wi (a.b) = /t CP((®) - A ()t (6.8)

On demande donc que Wy, (a,b) ne dépende que de a et b (et F, bien str) mais non de la fonction
~ toute entiere.

1. On considere dans cette question une force s’exercant sur le mobile et vérifiant la condition (c1)
donnée ci-dessus. Cette force vaut donc F'(z) lorsque le mobile est au point = de €.

(a) On suppose qu'’il existe une fonction E, de  dans R de classe C! t.q.
F(z) = —VE,(x) pour tout x € Q.

Montrer que Wg ~(a,b) = E,(a) — E,(b) pour tout v allant de a & b. En déduire que la force
considérée est conservative (c’est-a-dire vérifie la condition donnée en (¢2)).

N. B. La quantité E,(x) est 'énergie potentielle associée & la force F(x). Cette énergie est
définie & une constante additive preés (voir la question suivante). La quantité significative est
la différence d’énergie potentielle entre deux points de €.

(b) (Question difficile) Réciproquement, on suppose maintenant que cette force est conservative
(C’est-a-dire vérifie la condition (¢2) donnée ci-dessus). Montrer qu'il existe une fonction E,
de Q dans R de classe C! t.q. F(x) = —VE,(z) pour tout = € Q.
[Indication : Soit a € 2. Pour z € €, on définit alors E,(z) par E,(z) = —Wg,(a,x) ol v
est chemin allant de a & « (comme F est conservative et que a est fixé, Wr ,(a,z) ne dépend
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que de z et pas de v dés que v va bien de a & z). Soit z € Q et h € R", h # 0, t.q.
B(z,h) C Q. On montre tout d’abord que E,(x + h) — E,(z) = Wg,(x,z + h) ol 7y est un
chemin allant de x & = 4+ h. En choisisant un  particulierement simple, on en déduit ensuite
que Ep(z+ h) — Ep(x) = —F(z) - h+ e(h)|h] avec limj, g e(h) = 0.]

Montrer que F, est unique & une constante additive pres.

2. Dans cette question, on suppose que d = 1. L’ensemble Q2 est donc un intervalle de R (voir l'exercice
6.11). On suppose que la force en question vérifie I’hypothese (c1). Cette force vaut donc F(x)
lorsque le mobile est au point  (avec F' € C'(2,R)). Montrer que la force est conservative et donner
une énergie potentielle associée. [Pour montrer que F est conservative, le plus rapide est de donner
une énergie potentielle associée.]

3. On donne ici quelques exemples de force. Pour chacun de ces exemples, montrer que la force est
conservative et donner une énergie potentielle associée.

(a) (Gravité au voisinage de la terre). On prend d = 1, Q =]0, +-00[ et on suppose que la force est
égale en tout point & —mg ot ¢ = 9,81 (en unités SI : m/s?).

(b) (Moteur) On prend d =1, =] — 00, +00[ et on suppose qu'un moteur agit sur le mobile avec
une force constante égale & 17 (en unités SI : N).

(c¢) (Ressort) On prend d =1, Q =] — A, A[ avec A > 0. On suppose que la force est égale en tout
point x de Q a —kx, avec k > 0 donné (le nombre k est appelé “raideur du ressort”).

(d) (Gravité universelle). On note My la masse de la terre, Ry son rayon (la terre étant assimilée
a une boule, Ry vaut environ 6000 kms) et G la constante de gravité universelle. On prend
d=3et Q= {xr €R3 Ry < |z| < +00}. La force de gravité s’exercant sur le mobile au point
z est le vecteur F de R3 t.q. |F| = —2MzG ot F. z = —|F||z| (ce qui donne F = —|F||i—‘)

]2

Exercice 6.13 (Un skieur sur un téléski)

Un skieur est considéré comme un mobile assimilé & un point se déplacant sur la demi-droite | — 1, +oo].
Au temps ¢ > 0, le mobile est au point z(t) de la demi-droite. La fonction ¢ — z(t) est supposée étre ce
classe C*. Pour t =0, on a z(0) = 0 et 2/(0) = 0. Ce mobile est soumis & trois forces :

e La gravité, qui est supposé constante et s’écrit F;, = —mgsin(«) (m est la masse du skieur, g = 9.81
et « est 'angle, positif, supposé constant, entre la pente du téléski et la direction horizontale).

e La traction du céable, que nous supposerons constante lors du trajet du skieur (ce qui n’est pas
tout & fait réaliste), et que nous noterons F, (F,, est un nombre strictement positif, supérieur &
mgsina...).

e La force des frottements sur la neige. Cette force dépend de la vitesse du skieur. A l'instant ¢ cette
force, notée Fy, est égale & —Bx'(t), ou B est un nombre strictement positif donné.

1. Montrer que les deux premieres forces décrites ci dessus sont conservatives et donner des énergies
potentielles correspondantes (voir ’exercice 6.12). Dans la suite, ces énergies, au point x, sont notées
E,g(z) (pour ’énergie potentielle liée la gravité au point x) et E,,(z) (pour I'énergie potentielle
liée & la traction du céble).
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2. La fonction t — x(t) est supposée étre de classe C1. Pour t > 0, on note Wg(t) le travail de la

force F' entre les instants 0 et ¢ (voir exercice 6.12 pour la définition du travail d’une force). Le
théoreme de 1’énergie cinétique entre les instants 0 et ¢ donne alors

1
5m(x’(t))2 =Wp,(t) + W, (t) + W, (t).
Montrer que cette égalité est identique aux deux égalités suivantes :
1
57U ()% + Epg(t) = Epg(0) = Wi, (t) + Wi (1),

et
S () + Byg(t) — Byg(0) + By (1) — By (0) = W (1)

(Ces deux derniéres égalités portent souvent le nom de “théoréme de I’énergie mécanique”.)

. On suppose que z est de classe C2. La relation fondamentale de la dynamique donne que pour tout

t > 0 ma"(t) est égal & la somme des forces agissant sur le mobile & 'instant ¢. Résoudre I’équation
différentielle ainsi obtenue et donner la limite de 2'(t) quant ¢ — +oco (en fonction de m, g, o, Fy,

et B).

Exercice 6.14 (Une égalité importante en thermodynamique)

Soit ¢ et 1) deux fonctions de classe O de R% x R7% dans R7%. On suppose que pour tout 2,y € RY, on a

T = @(w(x7y)’ y)'

On note 0, la dérivée de ¢ par rapport a sa premiere variable et Jxp la dérivée de ¢ par rapport a sa
seconde variable (et de méme pour 7).

1.

Soit € R% (x est donc fixé pour cette question). Pour y € R’, on pose h(y) = (¥ (z,y),y).
Vérifier (avec la proposition sur la dérivation de fonctions composées) que h est une fonction de
classe C! de R% et que, pour tout y € R,

W (y) = op(¥(@,y),y)02(x, y) + O20(Y(2, 1), y).-

Montrer que pour tout z,y € R} on a

Drp(th(x,y),y) = —O1p(p(,y), y) D) (x, y).

Pour z,y € R’ , on pose

(r.9) = $0p(0(@.1).0). A(r.9) = T Outla.y) et X(2.9) =~ Duo(t(.1). 1)

. Soit z,y € R}, montrer que

a(z,y) = x(z, y)¢(z,y)B(z, y). (6.9)
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N.B. : Souvent, pour une fonction ¢ de R} x R dans R%, on note g—i la dérivée de ¢ par rapport a sa

premiere variable et g—“; la dérivée de ¢ par rapport & sa seconde variable. Cette notation (trés courante)

peut préter & confusion car il ne faut pas confondre g—f et la dérivée (par rapport & x, la variable y étant
fixée) de la fonction x — @(1(x,y),y). Si on note g cette derniere fonction, sa dérivée est

9(5) = SE(r)) 9 ().

Application a la thermodynamique Pour un systeme thermodynamique, les trois quantités “volume”,
notée V', “pression”, notée p et “température”’, notée T, ne sont pas indépendantes. Plus précisément, il
existe des fonctions ¢ et ¢ de R} x R dans R%, de classe Cl t.q.

V=0(p,T) et p=2y(V,T).
Avec les notations de la thermodynamique, ’égalité (6.9) est

a = xpB,
o 1,0V 1 1,0V
Al _ L9 __(9v
Q_V(aT)‘p’ﬂ_p(aT)WeX_ V(ap)\T'

Exercice 6.15 (Calcul de le divergence d’une fonction particuliére) Soit f une fonction de R*
dans R de classe C'. Pour x € R3, x # 0, pn pose E(z) = f(r)z, avec r = |z|. (On rappelle que |z|
désigne la norme euclidienne de z.)

Montrer que E est une fonction de classe C* de R3”* dans R? et que pour tout = # 0,

divE(z) = rf'(r) + 3f(r).

Exercice 6.16 (Non dérivabilité de la fonction distance)

Soit n > 1. On munit R™ d’une norme, notée || - ||.

1. Montrer que 'application u — ||u|| n’est pas différentiable en 0.
corrigé
Soit u € R™, w # 0.. Pour ¢ € R, on pose f(t) = [[tu||. On a donc donc f(t) = tljul| si t > 0
et f(t) = —t||ul| si t < 0. Comme [Ju]| # 0, on en déduit que f n’est pas dérivable en 0 (et donc
que Dapplication v — ||v]| n’est pas différentiable en 0, sinon f serait dérivable par dérivation de
fonctions composées).

2. Soit U un ouvert de R" et d une distance sur U. Montrer que d n’est pas différentiable sur U x U.
corrigé

On suppose que d est différentiable. Soit uw € U, v € R™ et a > 0 tel que u+tv € U si |t| < a (un
tel a existe car U est ouvert).

Pour |s| < a et t tel que |t + s| < a, on pose

0s(t) = d(u+ sv+tv,u+ sv) (la fonction ¢, est donc définie au voisinage de 0 et est dérivable car
d est différentiable)

Comme ©5(0) = 0 et que ¢, est a valeurs dans R, on a ¢’ (0) = 0.
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On utilise maintenant I'inégalite triangulaire

d(u+tv+ sv,u) < d(u+tv+ sv,u+ sv) + d(u + sv,u), c’est-a-dire
wo(t +5) < ps(t) + wo(s).

Pour ¢ > 0, on en déduit (comme ¢,(0) = 0)

(1/1) (o (t + 5) = po(s)) < (1/1)(ps(t) = s(0)),

ce qui donne quand t tend vers 0 (s fixé)

v(s) < ¢%(0) =0 (pour tout s entre 0 et a).

La fonction ¢pest donc (sur U'intervalle [0, a[) décroissante positive, nulle en 0. Elle est donc nulle
sur tout [0, af, ce qui est impossible (car o(t) > 0 pour t > 0).
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